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马尔 可 夫 过 程 在 概率 论 的 研究 中 占有 重要 地 位 ， 齐 次 可 列 马 
尔 可 夫 过 程 则 是 马尔 可 夫 过 程 的 主要 一 支 ， 它 在 科学 技术 各 个 领 
域 ( 如 物理 学 ,控制 论 , 排 队 论 、 动 态 规 划 等 ) 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

齐 次 可 列 马 尔 可 夫 过 程 中 的 理论 问题 可 大 致 分 成 两 类 ,第 一 ， 
是 对 任意 给 定 的 过 程 的 各 种 性 质 的 研究 ;第 二 ,是 对 任 给 的 一 个 2 
HBE, 定性 研究 8 过程 及 构造 出 全 部 0 过程 来 。 本 书 是 作者 近年 
来 对 上 述 两 个 问题 研究 成 果 的 一 个 总 结 ， 其 中 大 部 分 工作 还 部 是 
第 -次 公开 发 表 ， 它 由 五 篇 构成 ,第 一 、 二 篇 是 理论 基础 ,第 三 、 四 
篇 是 研究 第 一 个 问题 ,第 五 篇 是 研究 第 二 个 问题 , 贯穿 本 书 始终 的 
有 了 两 个 数学 方法 ， 其 一 ,我 们 把 它 叫 做 “最 小 非 负 解 方法 ;其 二 足 
“极限 过 渡 法 ”: 用 样本 函数 较 简单 的 过 程 去 盟 近 任意 过 程 。 大 至 
说 来 ， 这 两 个 方法 是 这 样 配合 的 : 用 最 小 非 负 解 方法 研究 样 木 函 
数 较 简单 的 过 程 ( 马 氏 链 、 最 小 8 过 程 和 一 阶 0 pt EE), (Et Gq E. 
依据 第 一 篇 中 给 出 的 “构造 定理 ”用 极限 过 渡 法 来 研究 任意 过 程 . 
前 一 方法 是 作者 提出 的 ,后 一 方法 是 主 迟 坤 同志 在 他 的 “ 生 灭 过 程 
构造 论 "一 文中 建立 的 ,而 为 我 们 发 展 的 . 

第 一 、 二 章 是 全 书 的 一 个 框架 ， 绞 难 读 ， 但 到 第 十 一 章 才 用 
到 . 所 以 可 先 浏览 一 下 (以 了 解 全 节 的 轮廓 ) 待 用 到 时 青 详 读 . 

我 们 的 工作 始终 得 到 党 组 织 的 亲切 关怀 和 支持 ， 也 得 到 许多 
同志 的 帮助 鼓励 和 指教 。 其 中 主要 有 苗 邦 均 \ 杨 向 群 、 王 梓 坤 、 越 
Б АКЧИ, ВХЛ, Е ДАА А, КРАЯ. 
在 此 一 并 致谢 . 

由 于 我 们 思想 水 平 低 , 专业 知识 浅薄 ,错误 和 不 当 之 处 在 所 难 
免 ， 敬 请 同志 们 指正 . 
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第 一 篇 ” 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 样本 函数 构造 论 


第 一 章 МНЕ 


$11. 3) 5 

3% XCo) = {Ct w) ,一 ao) 是 定义 在 完备 概率 空间 СО, 

F, P) 上 的 齐 次 可 列 马 尔 可 夫 过 程 . 其 最 小 状态 空间 Е = (1, 

2,-..), 其 转移 概率 知 阵 (ро), i, jE Е) ьо 是 标准 的 , 且 其 0 矩 
阵 满足 关系 : ; 

qi > 0 Ci j), 24 = qa = qi < +0 (11.1) 


为 了 简洁 ,根据 [1, MAEM 5.1, 定理 5.7 以 及 $71. 不 影响 转移 
概率 和 矩阵 ,我们 总 假定 Xo) 具有 如 下 的 性 质 (D): 
。 从 向 是 完全 可 分 的 ，Borel 可 测 的 ,并 且 具 有 强 


DRH. 

(D,) Cw: ali: rG, o) 一 十 oo) 一 0) 一 2， 这 里 4 表示 
Lebesgue МИ. 

(D.) (o: 对 任 一 ¿€ E ЯМЕ гє [0, oCw)), 在 10,?) НИХ 
RA >С. и) ARA HXH) = 9. 

习 知 ,以 8 = (4) 为 密度 矩阵 的 过 程 (一 切 具 有 相同 转移 概 
率 和 矩阵 的 过 程 视 为 同一 过 程 ) 末 必 一 个 ,我 们 泛称 其 为 90 过程. 

过程 的 性 质 的 研究 的 难 易 在 很 大 程度 土 依 炳 于 村 样 术 也 歼 
的 结构 的 繁 简 。 下 面 我 们 首先 区 分 出 样本 困 数 结构 最 简单 的 “最 


们 是 研究 任意 8 过 程 的 基础 . 

EX 1.11. HFT <lo), т 为 x(-,wm) 的 飞跃 点 ,如 果 
r = ol(w), т< 000) HIER е > 0, Е (тг — £, z + е) ф, 
=, wm) 有 无 穷 多 个 跳跃 点 . 


А, ниже ЧАР «С, wm) 的 一 切 飞 路 点 
构成 一 个 闭 集 ， ВД, С, в) 的 第 一 个 飞跃 点 存在 , 今 以 忒 表示 

ЕХ 1.1.2. WR OOIE Xlo) = {x(z,w), t <о(о)} 满足 
条 件 

r(eo)= о(о) (we ©) (1.1.2) 

ДК XCo ) 为 最 小 2 过 程 或 零 阶 2 过程， 

定义 113. WR OFE Х(о) = {x(t, о), t 二 olw)} 满足 
如 下 两 个 条 件 , 则 称 之 为 一 阶 Q 过 程 : 

(1) Cw: х(т(0)) = 00) = Q (1.1.3) 

(2) 对 任 一 060 ЖЕ ЕЕ [0, о(о)), ЧЕ [0, #) rh xÇ: ,o) 
至 多 有 有 有限 个 飞跃 点 ， 

由 定义 1.1.2 和 定义 1.1.3 知 ， 零 阶 2 过 程 是 一 阶 2 过 程 的 退 
化 情况 . 

王 梓 坤 在 [2] 中 严格 地 论证 了 生 灭 过 程 的 样本 函数 的 构造 定 
理 ,并 在 [2], [3] 中 及 杨 超群 在 [4], [51 中 把 构造 定理 成 功 地 用 
于 生 灭 过 程 的 一 系列 研究 上 .本 章 的 目的 则 是 给 出 2 过 程 的 样本 
肯 数 的 构造 定理 1.5.1. 该 定理 的 意义 在 于 使 得 对 过 程 的 性 质 的 
研究 可 按 如 下 程序 进行 : 先 研究 样本 二 数 结构 最 简单 的 最 小 2 过 
程 ,继而 研究 样本 函数 结构 较 简 单 的 一 阶 0 过 程 ,最 后 ， 依 据 构造 
定理 用 “极限 过 渡 法 ”研究 任意 0 过 程 . 


51.2. g, 变换 的 定义 
IX (0) = {C 0), t < co)} 是 任 一 2 过 程 ,D。 一 (1,2， 


т). Ф 
Л В (о) = 0 (1.2.1) 
Po) 是 (5, о) HBA М (1.2.2) 
їп : (a) < w), x(t, x 
к о, 00, 0E Da) зз) 
设 oy (o), Виш) СЕХ, В (о) = olw), WE ош) = 


. z. 


Ви) = с(о), 否则 令 
Pla) X х(- 0) 在 PB.(wm) 后 的 第 一 个 飞跃 点 (1.2.4) 
Qs С ow Co) <i < olw), (2,0) Е D,) (1.2.5) 
pw Co) ye 如 上 集合 空 
于 是 ,有 . 


0 = 00) < 0 (о) < 800) < --. 
< (о) < во) < 5 < оо) (12.6) 


k= 


У) ое) – #9660), K> 0 SA 


то) = s: 


oN(w) = Èo 00) — в", (о )) = тті Со) (1.2.8) 


Ве (о) + G — то )), 
如 (о) < z< те (о) (1.2.9) 

olo); 如 ¿2 o (o) 
对 任 一 w€ Q, 1 二 ow) $ 

xP = х(а"(ш), в) (1.2.10) 
我 们 把 由 Xlo) = {х(1,0),1 < o(o)) 9] XC) = {x G, o), 
t< oo) 的 变换 记 为 

ga(X(o)) 一 XCo) (1.2.11) 


a(o) = 


51.3. ЖЯ Xw) (n > 1) 的 收敛 性 


引 理 1.3.1. 
lim BK (в) = 8 (o) = ow) (o € Q) (1.3.1) 
证 . H (1.2.6) 知 ,极限 іт Со) = g (o) (o € 0) 存在。 
令 
А = (о; w) < ow)) (1.32) 
于 是 


8"Хо) < +o (оєдА) (1.3.3) 
对 每 一 oo 上 A， 由 性 质 (D,) 和 хе (о) € D, Я, #H во) 
<w), W 
p (o) < Plo) < 0(о) 
于 是 有 
0 三 CS on) < po) < oa) <... 
< a (o) < (о) < (о) < +. < o( o) 
(we A) (1.3.4) 
从 而 
0 = 70) < (о) < +6 В) <. 
<о0(ш) (оє A) (1.3.5) 
‚ НО, = (1, 2, :.-, n) ЕЗИ А хво ))є D. Nl, 
对 任 一 w€ A, 必 有 某 гер, 使 
CBCa) = i, HESA kR (1.3.6) 
于 是 易 知 
(5,0) 在 10, 800 )) PEEKS HKH (1.3.7) 
ЛА H (1.3.3) 和 人 性 质 (D,) ЯТА = ©. 引 理 证 毕 . 
引 理 1.3.2. 对 任 : 一 o€Q Al: < olo), 我 们 有 
lim C ВУ (о) = 0 (1.3.8) 


= 


Bo) = JJ [9 (в), 2 CaN LO, 2) (1.3.9) 


k=1 
证 . 令 
Ala) = (1; x(t, о) ¥ +оо, 1 < 0(0)) (1.3.10) 
Blo) = (t; x(t, о) = +00, 1 < 0(0)) (1.311) 


Ао) = J BEC), о (в) (1.3.12) 
k=1 


Bw) = (J Горо), p(w)) (1.3.13) 
k=1 
于 是 由 引 理 13.1 B 


. 4. 


4(o)UB(o) = Aw) U B%(o) = [0, ro)) 


Ао) C АК о) 
Во) > Bw) 


AG) = (J 490) 


В(о) = A B(w) 


因此 ,如 果 令 


ALa) = A4(w)fN10, 7) 
В.(о) = Bl(w)N [0,2) 
Аш) = Aw) П[0, 2) 


则 由 (1.3.9), (1.3.13) 一 (1.3.18) 得 


Bo) = Bw) 010, :) 

Ао) ОВ Ко) = А”) U В) = [0,22 
А (о) С А+ w) 
Ва) 2 Ва) 


аки) = |} ао) 


n=l 


B(o) = N Bo) 


u(BPo)) < : < +оо 
и(СВ.(ш)) < иСВ(в)) = 0 


PLE (1.3.27) 得 


lim иСВ"(ш)) = «(В,(о)) = 0 


于 是 引 理 得 证 . 
引 理 1.3.3。 对 任 一 o€Q Hr < olo) 我 们 有 


WE. 


ao) Ve (nf +оо) 


H3|EE 1.3.2 知 


(1.3.14) 
(1.3.15) 
(1.3.16) 


(1.3.17) 


(1.3.18) 


(1.3.19) 
(1.3.20) 
(1.3.21) 


(1.3.22) 
(1.3.23) 


(1.3.24) 
(1.3.25) 


(1.3.26) 


(1.3.27) 


(1.3.28) 
(1.3.29) 


(1.3.30) 


(1.3.31) 


65 • 


lim со) = olw) (1.3.32) 
FEH <0(о) 知 ,存在 N > 0, 使 
1<0%(0) (n >N) (1.3.33) 
H (о) 的 定义 知 
aw) =: + СВ l) aN) (13.34) 
ao) > а" (в) (в=1,2,--.) (1.3.35) 
由 Bs"(w) 的 定义 和 (1.3.35) 得 
0< n CB доу (0) < а( ВА.) (n >N) (1.3.36) 


H ао) 的 定义 和 (1.3.33) 知 


aw) < olw) < 十 oo (1.3.37) 
于 是 由 引 理 1.3.2 得 | 
lim KCB Riya (в) 一 0 (1.3.38) 


由 (1.3.34)，(1.3.35)，(1.3.36) 和 (1.3.38) 5719 (1.3.31), 引 理 
НЕ. 
ЗЕЯ 1.3.1. ДЕ [0, oC(w)) (we 9) 上 处 处 有 
lim z, w) = x(t, м). (1.3.39) 
证 . 设 1 过 olw), 于 是 存在 > 0, 使 
xt, w) = х(0"(о), o) (n >N) (1.3.40) 
于 是 由 性 质 (D) 和 引 理 1.3.3 立 得 我 们 的 定理 ， 


814. 关于 Xw) (n > 1) 的 进一步 性 质 

设 XCo) = [zG, o), t 二 olw)} АЕ ОЗ. AN, 表示 
НЕД (х, =i, o >t) (и <, i€ EU (+co)) 的 集合 所 产 
的 在 空间 О, = (о > 2) 中 的 xc- 代数， 于 是 有 
и<1, AE N,>AD9,6 N, (1.4.1) 
关于 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 ;我 们 将 采用 的 是 [6] 中 的 定义 : 即 

EX 14.1. 国 数 8Co) (Go € 8) 叫做 关于 过 程 

Х(о) = {z(t о), t < o(e@)) 


тя 


的 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 ,如 有 果 


(1) 0< (0) <о(0) (шЕ9) (1.4.2) 
(2) 1—0) > 0 有 
(ó6<;<o)eN, ` (1.4.3) 


显然 ,条 件 (2) 可 用 下 列 的 条 件 代替 : 
(2)》 对 一 切 上 > 0 8 
(3> РЕМ, (1.4.4) 
УЗ 1.4.1. 若 lo) 是 关于 过 程 
Х(ш) = {х(2, 0), г <0(о)} 


的 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 , 则 
(>u, с> )ЕМ, («< 2) (1.4.5) 
(62и, о> € N, G <) (1.4.6) 
(6=u, c> € N, (wu < :) (1.4.7) 
(Su, с> t)6€N, (и<1) (1.4.8) 
以 及 
(8<u, о> t)6€ N, (u < :) (1.4.9) 


证 ,由 (1.4.1) 和 (1.4.47 得 (1.4 5), 从 而 得 (1.4.8)， 由 (1.4.17 
和 (1.4.5) 知 


(>u, > 0) = AN (221,02 ем, (1.4.10) 
п 


asl 
于 是 得 (1.4.6), 从 而 得 (1.4.9)。 由 (1.4.5) Я (1.4.6) #4 (1.4.7). 
引 理 得 证 . 
51 1.4.2. 155, o 是 关于 过 程 
Х(о) = {х(1, w), t < 0(о)} 

的 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 , 且 5 < 5;， 则 

(6,— à, < r, ó, < t, ç > t)€ N, (1.4.11) 
及 


(6,— 2 ғ, ó, < z, g > t) € N, (1.4.12) 
W. Gi) (1.4.11) 式 的 证 明 . 


# r < 0, pu 
(6—6 < r, <, со 1) = Ñ eN, `: (1.413) 
# r> 0, R 表 示 有 理 数 集 , 则 由 引 理 1.4.1 知 
(6,— ó, < 7, 6, < :, ç > t) 
= (< + r, 8, < t, o> :3U(6,< в: + r, 6 = t, > t) 


=Í U [a< rao > ANNAG > ros > DI} 
Рет 


Оо >t— r, с> 1) (6 =>] €N, (1.4.14) 
ЕН (1.4.13) #4 (1.4.14) 149 (1.4.11); 
Gi) (1.4.12) 式 的 证 明 . 
3⁄ r <0， 则 
(6, — ó, > r, ó, < z, z > t) = (8, < t, o > 1) ЄМ, (1.4.15) 
# r 之 0, 则 由 引 理 1.4.1 知 
(= ó, > r, 6, < zt, z > t) 


[С < 7, o> DD(6,= i, 2 D]€ N, (1.4.16) 


Н (1.4.15) ЖИ (1.4.16) 立 得 (1.4.12). 

引 理 证 毕 . 

引 理 1.4.3。 对 于 任 一 (€ 10, +оо), Plo) Ех ОСИ 
X(w) 二 {x(t,w), t < о(о) 的 不 依赖 十 将 来 的 随机 变量 . 

证 .在 本 引 理 的 证 明 过 程 中 把 ea"w) 简 记 为 a(w)， 并 注意 
ВС), ов), В Со) (k = 1, 2, +.) 者 是 关于 2 过 程 X(w) 
的 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 

下 面 分 两 种 情况 进行 论证 : 

(D1i<s. 

E оє(0> 1) K 2209 (о), MWM lw) = (в) >в Ж 
оє (о> 0) К s< st(o6), Ш elo) >s >а Р (а> 05 


. 8. 


(z > D), НЯ (а> )С(о> D. МА, Зе НИЯ 
(e > 1) = (021) (1.4.17) 
(ü) 2225, 
ВТ (e > 0С (0 > t), МА Ca > t) = (Ga > t,ç > t). 于 
是 由 引 理 1.3.1 得 : 


G>) = [Ó а < 0 e > 5 e > D| 


[Ú U OP << В, a > u, > D| (1.4.18) 


由 于 当 829 < ; < о” FF x < + <ь 所 以 
(00 < < о"), а 1, >) = Ñ (1.4.19) 
ЕН (1.3.22) K a > z МН. uB) 2> t — sA 
(В < ; < ol”, z > 1,0 > t) 


= (AU, Lt < o), BP) > r: — s, z > t) 
1 


-Zer —0/))>:-5 В Зе >| пор > o 


1 
(y Пинк] 
rj ER i=1 (0020) 


(k>1) (1.4.20) 
H (1.3.21) K a > HHR 4P) <, Я 
(ав, а > t, z > t) 
= (s? < В, CAP) < s, z >t) 


= (ил) < s, oy) < !, о> |08720 


U | ñ (оу — В, < rji of) < t, o > 2] 


єв tjs 
= 


k 
> ri <: 
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n GE > 2) (1.4.21) 
НЕХ 1.4.1, 引 理 1.4.2 № (1.4.17)—(1.4.21) 4, (а > :) € N.. 
十 是 由 0 < alo) < s(o)(o € 9) 及 定义 1.4.1 立 得 我 们 的 引 理 ， 

E 1.4.1. ХС) = {х°(1, w), 一 com(o)) 是 一 个 一 
BO EE, 
证 ， 显 见 , 只 需 证 明 XC) 是 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ， 设 
0<n<,<:' uy й, 7761 E E (1.4.22) 


令 
AP = (o; ew) < olw)) (1.4.23) 
显 见 
Д = (o: 4<omCo)) (1.4.24) 
дордо... 5 д (1.4.25) 


由 引 理 1.4.3 NL, PG = 1, 2,556, А) 是 关于 过 程 XCo) 的 不 依 
赖 于 将 来 的 随机 变量 ， 令 
Я, 0) = la (o) +t, o) 


k= 
(оє AR» t< olw) 一 а" (w)) (1.4.26) 
НОВОЕ, a (o) 是 关于 过 程 Xlo) 的 不 依赖 于 将 来 的 随机 


BRAK PCrCat (0)) = +0) = 0 Я, 

K(o) = {Я о), £ < alo) -- ат (0)} (о є УЮ) 
是 与 X(w) 有 相同 转移 概率 的 如 过 程 . © ао) loe дт) 是 
Жо RCo) 按 (1.2.9) 的 方式 定义 的 随机 变量 ， 显 见 有 

OK) — ат (o) = а oNwE Мт) (1.4.27) 
тж 
РО) = ilO) = ñ, «бы = i-i, Оа) 
= ika) == Pelat) = |С") 
= is elah) = i t Са) = и) 


2 


= P(x(al®) = [бат ) = ig) 


fk 
= PCP ако) = 1,1200) = и) 


= PCCE ag) = 11800) = а) 
= Palag) = |00) = и) 
= PC а) = 10) = ia) (1.4.28) 


. 10. 


所 以 Хо) 是 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ， 定 理 证 毕 . 

注 1.41.， 如 引用 [7j 中 的 记号 和 结果 , 则 定理 1.4.1 的 证 明 还 
可 再 简单 些 ， 实际 上 , 易 知 as"Xw) 满 足 [7] 中 的 条 件 (3.D 一 (3.v) 
《在 [7] 中 假定 经 受 随机 时 间 变 换 的 过 程 是 不 断 的 ,其 实 这 不 是 本 
质 的 ), 于 是 由 [7, 定理 2.1] ZA Хо) 是 齐 次 马尔 可 夫 过程 ， 
从 而 定理 1.4.1 成 立 . 


51.5. 第 一 构造 定理 


总 结 上 面 诸 节 的 结果 得 
定理 1.5.1 (第 一 构造 定理 )， 没 Xw) 一 (x(z,o), г<0(о)} 
是 任 一 2 过 程 , 令 
Хо) 一 goCXCo)) (1.5.1) 
则 G) Хе) = {1P w), tt 二 ow)} Zë— O PE: 
Gi) # 10, о(о)) Co € Q) 上 处 处 有 
lim xt, 0) = x(t, w) (1.5.2) 


. 1. 
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RR, F, P) IYE f Wo EU, 
XXw) = {x о), t < 0(о)} 
ERLA РЕ, H. 
веть) = Xo) 21.1) 
从 而 有 
в.(Х"(в)) = XC) (m Zn) (2.1.2) 
关于 2 过程、 一 阶 2 过 程 以 及 变换 z, 的 定义 均 见 第 一 章 , JE ПН: 
章 , 回 第 一 章 一 样 , 在 本 竟 中 所 水 及 的 一 切 & 过程 部 应 满足 第 一 章 
中 的 (1.1.1) ЖЕНЯ (D). 
FE $2 一 $4 是 对 任 一 固定 的 o € Q, 研究 ao) (n 22 1) 
TE n> +o 时 之 收敛 问题 ， 故 在 $2 一 34 中 所 见 到 的 有 关 各 记 
号 中 我 们 均 把 省 去 ,不 致 引起 误解 . 
本 章 的 目的 是 要 证 明 构 造 定理 2.5.1. ВЕЕ ЕН РРР 
任 给 的 一 个 0 矩阵 ,构造 出 全 部 0 过 程 来 ”。 


$ 2.2. № H Tmn 


对 任 一 固定 的 自然 数 n 我 们 按 如 下 方式 定义 и = 0, 
1 …): 


т = 0 (221) 
т 为 Pa) 的 第 一 个 飞跃 点 (2.2.2) 

т BEX т Ke) = ot, WS т = 0, 否则 令 
E 为 x Co 的 在 z) 后 第 一 个 飞跃 点 (2.2.3) 


В xG) 是 一 阶 0 过 程 知 ， ER rP = 0,1,5) 唯一 决 
XH. 


. 12. 


lim rP = ot) (2.2.4) 


ГЕС 
wm > n, & 
Bm) = 0 (2.2.5) 
д". 为 «(р 的 第 一 个 飞跃 点 (2.2.6) 
РТМ |" (1: от? < (< 895 xÇ) € D,) (227) 
т ДИЕ 
ZED, = (1,2, -+*, n). 设 а >, в 已 定 义 ， ,如 В? = 
о), WA og = в” = e), RAS 


sm) A кое) 的 在 вул" 后 的 第 一 个 飞跃 点 (2.2.8) 


ры = т (0: ои < í < o), x1) € D,) а 
o™, MERRE 
显然 有 

РРА ОРАО (2.2.10) 
0 = g) < sta... < lm pV EE" (2.2.11) 
a аео кок... (k= l, 00212) 
网 an) = Bt ML. . Мерен а Ck = 0,1, Pen Э! (2.2.1 3) 
ost) = ge) = ri Q = 1, 2,...) (2.214) 


sa) ВО = — PEP = r) — Th (m > n) (2.2.15) 


О 


> (mm) 一 ggap = > 1P — rt, = 0 (m 2 n) (2.2.16) 
由 人 .2.10), (2.2.12), 以 及 (2.2.13) 知 ,极限 


lim 0”? = 6 (2.2.17) 
lim o) = oP - (2.218) 

以 及 
lim В" = В (2.2.19) 


存在 (有 限 或 无 穷 )、 由 《〈2.11) А 
0 = 0 < si < So < < +. < s (2.2.20) 
H (2.2.15) 知 , 若 в, < +oo, Hl 
о B= оо — бе = r) — ri), (m > n) (2.2.21) 
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Ф 


ро" = Ú [Be m, об") 


ПЕН 10, о) 到 R EERS T,,: 车 (€ [zy т 


Tant Ве) + t — rk”, 
ШИ, та <ь, Нл, € [0, ot), WJ 
Í b < Т, 
ik Tm НОВАЕ Tan 存在 唯 :-. HH (2.1.2) 知 
х (г) = ет. 0) tE [0, at) 
ae) = x OTH) t€ К") 
WR k > m > n, М 
Ты T, t = Tent t€ |0, о) 
Ти Тк = Тен гє Rn) 
特别 
Тл? = В" 


(г) = хорт ™) 


$23. № 39 W, 
设 ze [0, о"), H T 
t= Ти Trt < Т, 5 
故 极限 


lim Та = È 
km 


存在 (有 限 或 无 穷 )， 令 
0 一 sup(t: z€ [0, s), іт T,, < +оо) 


ЭЛЕ, НХ ¿€ [0,6%) 时 有 
lim Тик, < 十 co 
дзе 

及 


li 6) = g 


s= 


. 14. 


(2.2.22) 


2), HU 


(2.2.23) 


(2.2.24) 


(2.2.25) 
(2.2.26) 


(2.2.27) 
(2.2.28) 


(2.2.29) 


(2.3.1) 


(2.3.2) 


(2.3.3) 


(2.3.4) 


(2.3.5) 


令 


AP = (t: 存在 te [0, 67), f ПТ, = D (23.67 


见 , 存 在 1< < +o 使 
[0, 6°) = 0 ih, т” 


А = Ú LE, o) 


以 及 当 s< +оо 时 有 
вв” < + р < m= 
令 
s sa # ғ. < +00 
* (1,2, .-:), # s, = +oo 
作 由 [0, 6) 到 94° 上 的 映射 Wa: 
W = lim aT niks nt 1Е 10, 6) 


见 , 若 и <ь, 3,46 io, 60), 则 
Т.а, па Tia h Z ha — h 
从 而 
ив И. 2 — b 
FE, W, Я FEE, Н 
= т + e, 03а < r ти, k €J, 


则 
W. = В, + оц 
KZ, # 
¿= В, + а, 0 < о < 00 — В, КЄЈ, 
则 
И = rk), + од 
特别 


т” ak в ke g, 


(2.3.7) 


(2.3.8) 


(2.3.9) 


(2.3.10) 


(2.3.11) 


(2.3.12) 


(2.3.13) 


(2.3.14) 


(2.3.15) 


(2.3.16) 


(2.3.17) 


(2.3.18) 


. 15 * 


Ве? 10, су 
А = аби, O 
В? = ВТО, 0) 


A= Ио, BP во 
t+ (Ви) = Н. ЕЕ 10,6007) 
t — n(Bim) = Wait, 1€ 4%) 
其 中 必 表 示 Lebesgue МИХ. 
容易 证 明 下 列 两 条 引 埋 ， 
引 理 2.3.1. 省 
ne€l0, 0), пел 


则 
W, = „Ти (m 2 n) 
= Ta Wat (m > n) 
31 2.3.2. 对 任 一 se To,c) r 
Am С APD (п=1,2,..-) 
从 而 有 
BD > BPD (п=1,2,...) 
令 
а= U 4P 0<i<o. 
п=1 
В, = (| B” 0< < 
n=1 
A= A, 
В = В, 
于 是 有 . 


ANMNB,= Q, 4.JB,= [0, г) 
ANB = 9, 4AUB=10, s) 


. ika 


(2.3.19) 
(2.3.20) 
(2.3.21) 


(2.3.22 
(2.3.23) 
(2.3.24) 


513 2.3.3. 
«(В) = 0 
首先 作 些 准备 工作 . 
Я 2.3.1. i20< ¿=< c, < +оо, HJ 
lima B) = «(В,) 


Ф8 2.3.2. jz 0 < : < K 
0<5% ^5 1 +оо) 


则 
lima( B; = u( B!) 
lim СВ) = СВ.) 
km 
命题 2.3.3， 若 
В < +o 
则 
"(В pm) = 0 
ЗЕ. fH (2.3.23) WI (2.3.41) ДІ 
P + lB gmn) = a 
但 


BEP = T,,r (m >n) 
НСНУ ТЯ 2.3.1 AI (2.3.18) АІ 
W „pE = W ,r = В 
把 (2.3.45) 代入 (2.3.43) 得 
Ве вдр) = ве 
H (2.2.19),(2.3.41) 以 及 命题 (2.3.1) 得 
8P + (B қу) = В") 
于 是 立 得 (2.3.42). 命题 获 证 . 
引 理 2.3.3. 的 证 明 . 
显然 至 多 可 能 出 现下 列 二 种 情况 : 
G) 存在 x > 0, 使 


lim P =g 


(2.3.36) 


(2.3.37) 


(2.3.38) 


(2.3.39) 
(2.3.40) 


(2.3.41) 


(2.3.42) 


(2.3.43) 


(2.3.44) 


(2.3.45) 


(2.3.46) 


(2.3.47) 


(2.3.48) 
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且 存 在 * > 0, 使 
0 = 0 < st) < gi) < - .. < ВО, < st 
=p = om =... = 
Gi) 存在 > > 0, 使 


lim В = ç 
kas 


В <а (k=1,2,) 
Gü) 对 一 切 z > 0 4 


lim В” < o 
кә 


(2.3.49) 
(2.3.50) 
(2.3.51) 


(2.3.52) 


下 面 在 情况 G), Gi) 以 及 Gii) 之 下 分 别 证 明 引 理 的 真实 性 : 


(1) 设 情况 G) 发 生 . 
这 时 显 见 有 
(В) 一 “(Вых ) 
但 这 时 
m <o < +00 
于 是 由 命题 2.3.3 1/48} (2.3.36); 
(2) 设 情 况 Gi) 发生， 
出 命题 2.3.2 和 2.3.3 立 得 (2.3.36); 
(3) 情况 Gii) 不 可 能 发 生 . 
实 因 , 对 任 一 ”之 0 有 
BP 2 в > o) 2 т) (т > n) 
故 
lim 89 2 lim т = o”) (m 2 n) 


从 而 


lim 8? > Што” = g 


K< ас 
183% 5 (2.3.52) 矛盾 ,所 以 情况 《ii) 不 可 能 发 生 . 
至 此 , 引 理 获 证 ， 
引 理 2.3.4。 对 于 ¿€ [0,6 有 
W, |: Фб 1 +оо) 


(2.3.53) 


(2.3.54) 


(2.3.55) 


(2.3.56) 


(2.3.57) 


(2.3.58) 


Ш. 由 z€ 10, 69) А] 


И: 一 十 co (2.3.59) 

T 
AKW} (at +o) (2.3.60) 

于 是 
t< lim W, < 十 oo (2.3.61) 

意 固定 一 个 自然 数 m, 并 令 

W, = ¿€ |0, 6) (2.3.62) 

于 是 
uBR) < (В) < ¿ < + (2.3.63) 


由 引 理 2.3.3. 得 
lim СВ) < НтиСВ;”) = p(Bi) < u(B) = 0 (2.3.64) 


H (2.3.23) #1 (2.3.64) 1719 (2.3.58). 于 是 引 理 得 证 。 
$ 2.4. 作 辅 助 函数 


(тр), 如 ¿€ A 
+ Е. 如 {ЕВ 
Hi (2.2.26) #1519 2.3.1. 知 
z DW ghat) = ХОСТЫ W и) = ОИ) tE A™ (2.4.2) 
于 是 0) 在 [0, с) 上 准 一 决定 . 
5138 2.4.1. xG) 在 [0, о) 上 右 连 续 , 且 
wt: 16 [0, o), xG) = +оо) = 0 (2.4.3) 
证 。 由 引 理 2.3.3 1719 (2.4.3). 由 хо 之 右 连续 性 易 证 
*(z) 在 集 4 的 每 一 点 上 是 右 连 续 的 . 往 证 (о) 在 集 8B 的 每 一 点 上 
也 右 连 续 . 
iz tE B, 注意 引 理 2.3.3.， 易 证 ， 存 在 一 串 区 间 log, в 
(n 二 1,2,.…), 使 
telog, ВЕ В (п=1,2, --:) (2.4.4) 
[o®, ВК) D [о 00, ВЕ) G = 1,2,5) (2.4.5) 


. 19 。 


(2.41) 


以 及 
lim т = limpe =: (2.4.6) 
显然 ,在 区 间 о, ВЮ) 中 (0) 之 值 大 于 п, 所 以 
limzx(s 一 十 co = x(t) (2.4.7) 
因此 ，x(z) 在 如 的 每 一 点 上 右 连 续 。 引 理 获 证 
引 理 2.4.2. 对 于 任 一 上 6 [0, o) 及 任 一 2 E, 在 [0, £) 中 仅 
H C) BARA HZH. 
ЗЕ. 由 在 [0, O rH C 的 i- 区 间 的 个 数 不 多 于 ОС) f i- 
区 间 的 个 数 和 在 ГО, 0) 中 xX ) 仅 有 有 限 个 二 区 间 立 得 我 们 的 


引 理 ， 
引 理 2.4.3. 
limxr™(z) = (Р) ¿€ 10, о) (2.4.8) 
证 ， 设 = 充分 大 ,由 (2.3.5) 知 ,可 使 :E [0, 690), 于 是 有 
(e) = x(W nt) (2.4.9) 


É (2.4.9), 引 理 2.3.4 和 引 理 (2.4.1) 立 得 (2.4.8). 证 毕 ， 


$ 2.5. 第 二 构造 定理 


定理 2.5.1〈 第 二 构造 定理 ). 设 
XXw) = {rt, w), <omo) (n> 1) 


是 一 列 一 阶 2 过 程 , 且 满足 
BaCX (о) = XPC) (2.5.1) 
则 对 于 任 一 上 6 [0, о), В 
Ете, o) =х(1,0) (оє 0) (2.5.2) 
存在 , 且 Xlo) = {x(t w), t < 0(в)} 是 一 个 0 过 程 。 其 中 
olw) = тоо) (e€ Q) (2.5.3) 


证 . 由 $ 2.4 知 ,只 需 证 明 下 列 二 点 : 
G) Xlo) 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ; 
Gi) 对 于 任 一 te 10, +оо) 有 
Plw: Ct, w) = +50) = 0 (2.5.4) 
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关于 此 可 仿 12, 定理 6.2 和 定理 63] 的 证 明 推 出 。 于 是 定理 获 
ШЕ. 
52.6. 定理 2.5.1 的 深化 
定义 26.1. 满足 (2.5.1) 的 过程 叙 列 Хо) (z > 1) 叫 
ОНО. 
EN 2.6.2. 18 Хо) = {ха v), t < 9) (n > 0 
是 2 过 程 基本 人 氢 列 ， 知 


(и) 一 xm(o) (we 9) (2.6.1) 
ИХ Xo) @ > 1) ОЖ. 其 中 6%) 为 


(2.3.3) 式 所 定义 . 
设 Xw) = (0002, о), < Со) ОМКА), > 
e, w) = PU, о), 0 << 6 (0), EQ (2.6.2) 


Rw) = {RV 0), £ < 6(2(o)) (2.6.3) 
引 理 2.6.1。 假设 和 记号 如 同 定理 2.5.1.， 则 
g,(X(o)) = (и) (2.6.4) 


H RCo) (п 2 1) ЖОМЕА. 

证 . (2.6.4) 显然 成 立 ， 于 是 由 定理 1.5.1 Ж (о) (п > 1) 
jË Q FEE K Rp]. Хн (2.6.4) 知 它 还 是 强 基本 叙 列 ， ЯК 
Е. 

ENX 2.6.3. № XPC) (л > 1) 是 2 过程 基 本 叙 列 ， 则 由 
(2.6.3) 定义 的 2 过 程 强 基 本 叙 列 叫做 Хо) (2 三 1) 的 极 小 收 
缩 . 

HEH 2.5.1. 和 引 理 2.6.1. 立 得 

E 2.6.1. g Хо) = (z@)(¿,o6), t 一 ao(o)} (n > 1) 
是 过 程 基本 叙 列 、 Ro) = {4 (1, 0), 一 60Co)} Q 2> 1) 
是 它 的 极 小 收缩 , 则 

G) RCo) (n 三 1) 是 2 过 程 强 基 本 令 列 ,对 于 任 一 上 e [0， 
olw)), 极限 imx oo) 和 та, w) Co € 9) 存在 而 且 相 
等 . 对 于 任 一 (€ [0, olw)) 若 令 


"21 


бт 902, o) = lim #90, w) = x(t, w) (шЕ9) (2.6.5) 


W Xlo) = {=(1,0), < s(o)) 是 一 个 2 过 程 ,其 中 
olw) = limo (о) = limó (o) (2.6.6) 


Gi) 
gr(X(w)) = Cw) (2.6.7) 
§2.7. 小 结 
利用 $6 中 的 结果 和 引入 的 术语 , 可 把 定理 1.5.1 加 以 深化 并 
合 出 它 的 逆 定 理 . 
定理 2.7.1， 设 Xlo) = {x(1, о), :一 r(w)} 是 一 个 0 过 
程 , 若 令 


g.(X(o)) = Х"(о) (2.7.1) 
则 
G) Хо) = {x в), £ < e5(o)) «> 1) 是 0 过 程 
强 基本 叙 列 ; 
Gi) 对 于 任 一 +E [0, о(о)) 有 


Шт я, w) = х(1,0) (шЕ Q) (2.7.2) 
EH 27.2. 设 Xlo) = {1PC в), t < 0(о)} (n > 1) 
ОЕ ЕЖУ, В 
G) 对 于 任 一 E [0, о(о)), 极限 
Пит, w) = х(1,0) (оє 9) (2.7.3) 
存在 , 且 Х(о) = {zl o), t< о(ш)} 是 一 个 2 过 程 ,其 中 
olw) = limo Xw) (оє Q) (2.7.4) 
Gi) 
2.(Х(0)) = Хо) (2.7.5) 
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第 二 篇 ” 非 负 线性 方程 组 的 最 小 非 负 解 理论 


第 三 章 一 般 理 论 
$31. 引言 


本 章 的 目的 是 给 出 非 负 线性 方程 组 的 最 小 非 负 解 的 一 般 理 
论 . 

本 章 的 $ 2, $ 3 和 $6 的 结果 或 思想 基本 上 来 源 于 18] 的 第 一 
章 的 $2, 因此 , 本 章 的 结论 的 证 明 大 都 略 去 . 


$3.2. 非 负 线性 方程 组 的 定义 及 其 最 小 非 负 解 


的 定义 、 存 在 和 唯一 性 
EX 3.2.1. 线性 方程 组 
x= D cat + b, (Є Е) (3.2.1) 
keE 


称 为 非 负 线性 方程 组 ,如 果 

0< с, < +оо (1,6 F), 0<0, < +оо (Є Е)? 
E 为 有 限 集 (1, 2,07) 或 可 列 集 (1, 2,……). 

下 面 总 假定 (3.2.1) 是 非 负 线 性 方程 组 . 

EX 3.2.2. (3.2.1) ЗЕД 0 < r7 < 十 co G € F) МН 
最 小 非 负 解 ,如 果 对 于 (3.2.1) 的 任 一 非 负 解 0 < х, < Hole Е) 
J 

хў (ЕЕ) (3.2.2) 
请 读者 注意 ,今后 我 们 常 把 а, а Gi +оо) 记 为 
V-lima, 一 4 
定理 3.2.1、(3.2.1) 的 最 小 非 负 解 存在 唯一 ; 若 令 
1) 本 篇 总 认为 非 负 数 集 包 括 十 co。 
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z) = 0 (ЕЕ) 


3.2.3 
О Уре” b. (п 20, ie К) е 
REE 
则 极限 
V-lim x™ = хе (є F) (3.2.4) 


存在 , 且 СЕ E) 就 是 (3.2.1) 的 最 小 性 负 解 ， 

本 篇 总 以 zFG e F) 表示 (3.2.1) 的 最 小 非 负 解 2 (3.2.2) 
为 Се Е) 的 最 小 性 . 

Я 3.21. 若 (3.2.1) 是 齐 次 的 , 即 b = 0, Ge F), MI 


хе = 0 (іє Е) (3.2.5 \ 
EH 3.2.2. 4 
bm >20 (n>1, ГЄ E) (3.2.6) 
V-lim 9 = b; (є E) (3.2.7) 
若 令 
20 =D (гє Е) 
: 3.2.8 
get = lc gm pet ира, te Б) “28 
АЄЕ 
则 | 
V-lin = (Є E) (3.2.9) 
系 3.2.2， 设 
a”20 (n2>1, i€ EF) (3.2.10) 
Уа" = b, GEE) (3.2.11) 
n=l 
ES 
各 一 ap GEE) 
(3.2.12) 
Po саў + а (a1, ie Е) 
КЕЕ 
则 
Di Ge E) (3.2.13) 


1) ERRIRE EGRE E, 
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wb GER) | 
% 3.2.14 
y = Deon (21, ГЄ Е) Gae 
k. 
则 š 
> ym =a? GEE) (3.2.15) 
п= і 


定理 3.2.3， (32.1) Й ЖА 0 <, < ру GEE, 
户 1 为 常数 ) 的 唯一 非 负 解 是 zz Ge Е); 从 任何 满足 条 件 
0 < x < раў G € E) 的 初始 值 z Ge Е) Н, НИХ 
法 必然 得 到 这 个 解 . 
定理 3.2.4， 落 хў < + Ge FE)， 则 (3.2.1) 的 满足 不 等 
Х| < prt GEE, p>1 是 常数 ) 的 唯一 解 是 r7 Ge E); М 
任何 满足 条 件 | 50| раў G € E) ПИН х G e E) 出 发 ,用 
逐次 盟 近 法 必然 得 到 这 个 解 ， 
Я 3.2.4. Е СЕВ) 有 性 质 
0 < int zÉ < sup x? < + 00 СЕГ) (3.2.16) 
则 对 应 于 (3.21) 的 齐 次 方程 
一 > cer (3.2.17) 


KEE 
A JE 28009 НЯ. 
j. ЧБ ARRIERE IENA RE 
x Ge F), |51 < К< +o (¿e€ E) 


& infx 一 4， 于 是 


lal — IL < K ЕЕ 
Ei < Tilg EE 3.2.18 
=" Ў P Gé E) ( ) 
BIJ 

| < 2 z7 GEE) (3.2.19) 


但 易 见 zz 十 元 是 (3.2.1) 的 解 ,而 


[af + S< rE èl Ge F) (9.2.20) 
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故 由 定理 3.2.4 知 
zF + = G€ E) (3.2.21) 


从 而 
0 GEE) (3.2.22) 


得 出 矛盾 ， 所 以 ,〈3.2.17) 无 非 零 的 有 界 解 . 


53.3. 比较 定理 和 线性 组 合 定理 
EX 3.3.1. 方程 组 


х,> У) C,X,+ B, (ЕЕ) (3.3.1) 
КЕЕ 
А (3.2.1) 的 一 个 优 方程 ,如 果 下 列 不 等 式 成 立 : 
ск& Ca G, КЄ E) (3.3.2) 
b < B, (GEE) (3.3.3) 


ЕН 3.31. 15 X, G€ E) Л (3.2.1) 的 优 方程 (3.3.1) 的 任 
一 非 负 解 , 则 | 


x< X, G€ E) (3.3.4) 
R 3.3.1. xFG e€ E) 具有 性 质 
хў < 5% + оо (є С) (3.3.5) 


的 充 要 条 件 是 (3.2.1) 的 某 个 优 方 程 具有 如 个 的 性 质 的 非 负 解 x, 
(іє E): 
X, <s, (1606) (3.3.6) 
其 中 G C E, + G€ G) ЖЕЖ, 
Ж 3.3.2. |5 a| 2 0 (46 (0) UE) K > 0, М 


ao + У apx <s (3.3.7) 


КЕЕ 
的 充 要 条 件 是 (3.2.1) 的 某 个 优 方程 组 具有 如 下 性 质 的 非 负 解 X% 
Qe E): 
а + У) aX, <; (3.3.8) 


КЕЕ 
定理 3.3.2， 设 G 是 一 个 有 限 ЖА, $6 G. A pP 
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G € E) 是 非 负 线性 方程 组 


д, = 2 can + bP (ЕЕ) (3.3.9) 
КЕЕ 
的 最 小 非 负 解 , 则 
Dat Ge E) 
是 非 负 线性 方程 组 
z = Deant (> aw) G e E) (3.3.10) 
КЕЕ ‘ЕС 


的 最 小 非 负 解 , 其 中 а, > 0 (s€ G). 
EH 3.3.3. 10 а; > 0 (Є Е), И axt (ie E) 是 非 负 线性 


u= Dy cn art ab; (EE) (8.3.11) 
ЕЕ а 
的 最 小 非 负 解 。 
Ж 3.3.3. 18 ас 1, W ar СЕ E) 是 非 负 线性 方程 组 
z = D cari +ab (16 Е) (3.3.12) 
КЕЕ 
的 最 小 非 负 解 、 


$3.4. 局 部 化 定理 
定理 3.4.1。 设 G 为 下 的 非 空子 集 ， 非 负 线性 方程 组 
r= Deant D catt t) GEG) (3.4.1) 


keG `k EE\G / 


的 最 小 非 负 解 zF = rf GEG). 


Ж341. 车 
ск = 0, ЕС, ke ENG (3.4.2) 
则 非 负 线性 方程 组 
х= У cam tb, (166) ` (3.4.3) 


keG 
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的 最 小 非 负 解 27 = хх G é G)， 非 负 线性 方程 组 
n= У) cav, + ( > сы? + в) Cie ENG) (3.4.4) 
кес 


k e FXG 
üJ J Ef =? Ge ENG). 
535. 最 小 非 负 解 的 牵连 性 质 


定义 3.5.1， 设 4 = (an, i, j € E) 为 一 非 负 和 矩阵 ,如 果 存 在 


E 的 有 限 子 集 {i jo оо jn 让 使 
(ij 4, 1," ia > 0 (3.5.1) 


则 称 在 4 中 了 ВАН А ОА, 并 记 作 л, 否则 说 在 4 中 了 不 可 
9: ЯК, HE ii: 如 果 л) k i—: 同时 成 立 , 则 称 
在 4 中 让 与 i 互通 ,并 记 作 izj。 НГ J/ 为 E 的 于 集 ,生存 在 
iel jeJ E іта), МАЕ А Л ПТ 到 达 , 并 记 作 IOA, 
否则 称 在 AIRIA г р, МОЕ Ios. f SAD 
Kicl, 则 称 在 4 中 了 可 自 工 强 到 达 , 并 记 作 11. 


18 3.51. WU, # iori K j— t, W ioh 

#352. гај, М 050 Я, ОВ ЖИ a 
(ke E) EX. 

3.5.3. 今后 把 {И ОЛ 记 作 ;一 77 等 ; i2G X Ef3T 
集 , 令 46 (аль Pk EAC) SRR ini fE ii 等 

定理 3.5.1， 以 C = (cr, r,k € E) 表示 方程 组 (3.2.1) 的 右 

ЖООН, ср. 
G) 着 对 一 0, 则 对 一 0; 
Gi) ## <Ë < +0, MJ хў < +. 


证 . 假设 
z? = 0 (3.5.2) 
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Hii 知 ,存在 的 有 限 子 集 {i， А, alls io 让 使 


сабы” Gi > 0 (3.5.3) 
H (3.5.2) #1 (3.5.3) № 
= Deak соў + b, (3.5.4) 
ка, 
立 得 = о. НИЕ, 7 = O 909 = 0... ti, = 0 


= 0。 于 是 O) 获 证 ; 同 理 可 证 GD 的 真实 性 .全 此 ,定理 证 

系 3.5.1. Же, 则 zz 与 xP 同时 为 零 或 同时 大 于 零 ， 同 
时 有 限 或 同时 无 穷 . 

i£ 3.5.4. 显 见 把 定理 3.5.1 中 的 最 小 非 负 解 x** G e E) 易 为 
任 一 非 负 解 ,定理 的 结论 仍 成 立 。 

定义 3.5.2. FAIRER НЕ 4 = Ga. i, jE E) 的 足 码 ， 
E KA CHEE, 

EN 3.5.3. Ж:ЕЕ ХА = Can i, jE E) RAREN, 
HFE КЄ E, Ч ОА ВЕН ki, AWEK i i a IER 
质 足 码 。 


93.6. 极限 过 渡 定 理 
EH 3.6.1. 0 = (1,2,0) Ж 
сП S0 Ci, k, N€ Е), V-lim с = cn G, КЄ E) (3.61) 
№ > 0 G, МЄ E), V-lim Б = b, G € Е) (3.6.2) 


yD = bY (¿Ne Е) 
3.6.3 
ys = ау N™ (a > j; i, N€ E) ( ) 
yP =b GEE) 
(3.6.4) 
у = Усу? G 221, E) 
keE 
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以 及 #5* G e E) 是 非 负 线性 方程 组 


х; = У cË) x + bD? (i€ E) (3.6.5) 
КЕЕ 
的 最 小 非 负 解 , 则 
V-limy == у (n> 1,;i6€ Е) (3.6.6) 
N>% 
V-lim #9* = x* (ic E) (3.6.7) 
№-= 


336.1. Е, ср, b 的 定义 如 定理 3.61, АЕ”, 
2, 555, №) 表示 非 负 线性 方程 组 


N 
= У ra +b (1=1,2,::.,М) (3.6.8) 
k=1 


的 最 小 非 负 解 , 则 
V-lim xt 一 xz (¿€ Е) (3.6.9) 


系 3.6.2。 设 E=(1,2,…)。 Ж = 1, 2, ++, N) 
是 非 负 线性 方程 组 


x= Урень + GEE) (3.610) 
k=1 
的 最 小 非 负 解 , 则 
Vimz =x? G€ E) (3.6.11) 


3.61. 3.6.1 和 系 3.6.2 把 可 列 维 非 负 线性 方程 组 的 最 小 
非 负 解 的 计算 问题 归结 为 有 限 维 非 负 线性 方程 组 的 最 小 非 负 解 的 
计算 问题 。 关 于 后 一 问题 将 构成 第 四 ,五 章 的 主要 内 容 。 
53.7. 矩阵 表示 法 


EH 3.7.1. $ C = (cj, 1,16 E), Ш B = (b, i€ E) 和 
X* = GzË, i€ E) 29722 B , Ш 


х*= (> с) B (3.7.10) 
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= (У m) = + $2. Ф), Ge Е) G72) 


КЕЕ п= 0 КЕЕ n=1 
其 中 eP G, je E) 由 C* = Ceip, i, jE E) 唯一 决定 。 
$3.8. 对偶 定理 


ig c, D, B E fE E X Е КИРА, H C, D 的 元 素 
HAR. O 表示 定义 在 E x 互 上 的 零 矩 阵 ， 令 


Е } (3.8.1) 
хе e c xm +B (n> 0) .0. 
Хо =o 
gow 一 Яр + B (a> aT (3.8.2) 


见 ,极限 X* = V-lim ХХ Х* = V-lim 29 (f fk, 


3381. 本 节 中 的 B, X”, RO, х*, KY RRE 5 
$3.7 REGAR]. 


定理 3.8.1， # 
СВ = BD (3.8.3) 
则 
X* = * (3.8.4) 
і, ЯМЕ 
X* = У ств (3.8.5) 
ў* = > BD" (3.8.6) 


车 (3.8.3) 成 立 , 则 易 知 
C'B= ВО" (п= 0,1,:-:) (3.8.7) 
ЗЕ, HH (3.8.5), (3.8.6) № (3.8.7) 立 得 (3.8.4)， 定 理 证 毕 .。 


第 四 章 计算 方法 


$4.1. 几 个 引 理 


引 理 4.1.1， 设 A= (0) Æ n Е, r 是 其 最 大 特征 
r>1 (4.1.1) 
则 


О 


рано G,j=1,2,---,n) (412) 


к=0 
Hup aP Hi At = (а) 唯一 决定 , 
证 。 由 19, 第 十 三 章 的 (84) 式 ] 知 
im 4 = СОО =. C(r) 
起 1 (9 (4:1:3) 
其 中 са) 是 矩阵 4 的 导出 附加 和 矩阵 ，y'(%) 是 4 的 最 小 多 项 式 
PA) 的 导数 ,由 19, 第 十 三 音 的 (53) 式 ] 知 


C(r)> 0 (4.1.4) 
Н JA) 的 首 项 系数 为 1, > 是 其 单 重 零点 且 是 其 最 大 实 零点 立 得 
p'(r)>0 (4.1.5) 

故 
lim £ >0 (4.1.6) 


ЕН (4.1.1) #1 (4.1.6) 立 得 (4.1.2)， 于 是 引 理 获 证 . 
8158 4.1.2. ВЕ = (а) 是 = 阶 不 可 约 非 负 和 矩阵 , r 是 其 最 
` KRIER. ж 
r>1 (4.1.7) 
则 


Уа = ос G,ji=1,2,:-.,n) (4.1.8) 
k=0 


HE. Ey ВЕН 19, ЖЕ, 55 的 推论 21， 
不 失 一 般 性 ,可 设 A 呈 次 之 形式 : 
A 0 
А? = а. (4.1.9) 
0 а, 
其 中 AG = 1,2,6, 0) ББ, НЫ r КЕНЕ, FE, 
由 4 的 不 可 约 性 及 引 理 4.1.1 ЗЕ (4.1.8) 成 立 ， 故 引 理 得 证 。 
引 理 4.1.3， 设 4 = (а) Æ n WIEREN, r 是 其 最 大 特征 


r<1 (4.1.10) 
则 级 数 

> 4 (4.1.11) 

k=0 


收敛 ,反之 亦 然 . 
` 证 ， 由 ”是 4 的 所 有 特征 数 中 模 为 最 大 的 一 个 及 (10, 定理 
3.7] 立 得 此 引 理 . 
引 理 4.1.4， 设 4 = Can) ЕЕ, r 是 其 最 大 特征 
数 ， 若 


r <1 (4.1.12) 
或 等 价 地 
У (4.1.13) 
k=0 
kso W (A — ПЕ, B. 
(A— 7 = > At (4.1.14) 
k=0 


其 中 了 为 = 阶 单 位 矩阵 . 
ЗЕ. ВН [10, 定理 3.7] 立 得 此 引 理 ， 
引 理 4.1.5. 15 A = (а) 是 = 阶 非 负 和 矩阵 ,> 是 其 最 大 特征 
数 ， 则 
r<1 (4.1.15) 


.33* 


的 充 要 条 件 是 
Слу аа аа ls +s | 
ap ag ee a~l 


(k= 1,2,5, (4116) 
E. Hil9, 第 十 三 章 定理 41 立 得 本 引 理 。 


5 4.2. 问题 的 归结 


设 
х= У) ca + b (Є Е) (4.2.1) 


ЕЕ 
是 非 负 线性 方程 组 。 令 
[2 і, КЕЕ 
lb; ТЕЕ, к= 0 


вк = 0, БЕЯ (4.2.2) 
1, i=k=0 
构造 矩阵 
РЯ Т = (Gua i, ke (0) U E) (4.2.3) 
Е, = G: i€ Е, #770) (4.2.4) 
Е, = ENE, = G: ЕЕ, 770) (4.2.5) 


定义 4.2.1， 若 Е = ©, WEK (4.2.1) 为 严格 非 齐 次 非 负 线 
性 方程 组 ,或 简称 为 严格 非 齐 次 方程 . 

注 42.1， 若 Е, = 9, И (4.21) 显然 为 齐 次 非 负 线性 方程 
组 ,这 种 方程 简称 为 齐 次 方程 . 

定理 4.2.1.。 非 负 线性 方程 组 (4.2.1) 的 最 小 非 负 解 zF G € E) 


如 下 唯一 决定 : 
G) (<F, ¿€ E) 是 齐 次 方程 
х= У) care GEE) (4.2.6) 
REE, 


»34. 


的 最 小 非 负 解 ,从 而 


rž=0 (GEE) (4.2.7) 
Gi) (zF, ie E) 是 严格 非 齐 次 方程 
х= Ў) сах + G€ E) (4.2.8) 
АЕ, 
的 最 小 非 负 解 , 且 . 
x*>0 GEE) (4.2.9) 


证 ， 参 考 定理 3.5.1 的 证 明 易 完成 本 定理 的 证 明 . 
RAZI 非 负 线性 方程 给 (4.2.1) 的 最 小 非 负 解 


xž=0 GEE) (4.2.10) 
的 充 要 条 件 是 它 是 齐 次 的 ， 而 | 

zxF>0 CEE) (4.2.11) 
的 充 要 条 件 是 它 是 严格 非 齐 次 的 。 


令 
Ciks 1, REE 
та = 41, 0 = +оо, ЕЕ, = 00 = 6 = 0 (4.2.12) 
0, b< +оо, ЄЕ, А= 08 i= 0, КЄ Е 
构造 矩阵 
К = (rir, i, КЕ {0} ОЕ) р (4.2.13) 


令 
С: = G: i€E, i—+0) 
Н | (4.2.14) 
6, = ENG, = G: i€ E, iZ) 
ЖХ 4.2.2. 1: 
С, = Q (4.2.15) 
则 称 (4.2.1) ХМ ЗЕРЕН, ВАНЯ ХОРЕ. A 
G = Q (4.2.16) 


MIER (4.21) ХУ RORA АЕ IE RREN FEA АНИ ХИП 
本 质 无 穷 方 程 


定理 4.2.2. 非 负 线 性 方程 组 (4.2.1) 的 最 小 非 负 解 x** (i€ Е) 


如 下 唯一 决定 : 
G) (zF, iE G.) 是 常 义 方程 
x= У) cami + (Є Б) (4.2.17) 
КЕС, 
的 最 小 非 负 解 ; 


Gi) (xF, iE G) 是 常数 项 本 质 无 穷 方程 
x= У) can + (У) сай + в) СЕ G1) (4.218) 
КЕб, кес, £ 


的 最 小 非 负 解 , 且 
i ж= +œ (CEG) (4.2.19) 
ME. BEH 3.5.1 的 证 明 易 完成 本 定理 的 证 明 ， 
系 4.2.2， 若 (4.2.1) 是 常数 项 本 质 无 穷 方程 , 则 
zi 一 十 oo (EE) (4.2.20) 


54.3. n 维 常 义 严格 非 齐 次 方程 


系 3.6.1。 和 系 3.6.2 将 可 列 维 非 负 线性 方程 组 的 最 小 非 负 解 
的 计算 问题 化 成 有 限 维 非 负 线性 方程 组 最 小 非 负 解 的 计算 问题 ， 
而 定理 4.2.1 和 定理 4.2.2 把 # 维 非 负 线性 方程 组 的 最 小 非 负 解 
的 计算 问题 归结 为 维和 节 义 严格 非 齐 次 方程 的 最 小 非 负 解 的 计算 
Пара, 下面 我 们 就 来 给 出 后 一 种 方程 的 最 小 非 负 和 解 的 计算 方法 . 
因 下 面 的 定理 易 由 引 理 4.1.1 一 引 理 4.1.5 推 证 ， 故 将 其 证 明 从 
略 . 

设 


x= Урсах + b, (i=1,2,.…, п) (4.3.1) 
A=1 


是 ” 维 消 义 严格 非 齐 次 方程 根据 19, 第 十 三 章 54] 知 ,C = (с) 
经 行 与 列 的 同样 置换 后 , 可 化 为 次 之 形式 : 


„36 * 


š о: 0 0 (4.3.2) 
Са Сны t Ceng Саа ttt 0 
Gh Ch ee 55 es sss Cii Ci 
其 中 Ci(i 1, 2,566, 0) 是 不 可 约 非 负 和 矩阵 ， 对 每 个 固定 的 7 
(一 & 十 1， 8 十 2 e, D са < k <) 至 少 有 -一 个 不 为 
ЗЕЕ. D| E, rG = 1,2,5,1) 分 别 表 示 C; 的 足 码 集 及 最 
大 特征 数 ， 令 


及 一 (人 :ziE( 2, -- DD), <1) (4.3.3) 

R,= (1; Є (1, 2, -.., 1), т 21) (4.3.4) 

RP = G: i€ К, Ел U £) (4.3.5) 
A j ER, 

КР = (i; i€ R, Ei U Е) (4.3.6) 
i ER, 


EH 4.31. > ET ЕКОЕ (4.3.1) 的 最 小 非 负 解 
zFG = 1, 2, 557, n) 如 下 叭 一 决定 : 


G) (z, ie U Е) 是 有 限 维 非 负 线性 方程 组 


їе) 
x= У ce +b Ge UE) (4.3.7) 
де U Е jeRD 
+ «ко 
НЕА в: 
Gi) 
х= +o (6 |] Е) (4.3.8) 


1єКрк, 
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第 五 章 Нл 


$54. 5l = 


上 章 在 一 般 情 况 下 给 出 了 非 负 线性 方程 组 的 最 小 非 负 解 的 计 
算 方 法 ， 但 是 在 我 们 的 今后 研究 中 遇 到 的 绝 大 多 数 是 一 类 形式 十 
分 特殊 的 非 负 线性 方程 组 (我 们 把 它 称 为 向 喜 方 程 );” 这 类 方程 的 
最 小 非 负 解 有 着 特有 的 性 质 , 并 且 其 计算 可 大 大 简化 。 本 章 就 来 
研究 这 类 方程 的 最 小 非 负 解 . 
定义 5.1.1， 若非 负 线性 方程 组 
x = >; си + b, G€ Е) (5.1.1) 


КЕЕ 
满足 条 件 
У! ск <1 GEE) (5.1.2) 
АЕБ 
则 称 它 为 第 一 型 园 辟 方程 ; 若 满足 条 件 
У в <1 CeE) (5.1.3) 


刚 称 它 为 第 二 B Es и: la y PE Bs ЗВ 
ЖХ 5.1.2. 常 义 有 限 维 第 一 型 (第 二 型 ) 团 过 方程 叫做 第 一 
型 (第 二 型 ) 正 则 方程 ， 第 一 二 型 正则 方程 统称 正则 方程 . 
正 像 在 $4.3 中 指出 的 那样 ,我 们 只 需 给 出 正则 方程 的 最 小 非 
负 解 的 计算 方法 , 


55.2. 第 一 型 通 外 方程 
阶 非 负 矩阵 4 = Can) 满足 条 件 


X 5.21. # na 
xa <1 G=1,2,...,7) (5.2.1) 
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则 称 为 ” 阶 第 一 型 半 随 机 和 矩阵， 或 简称 为 r 阶 灶 随机 和 矩阵; t 
(5.21) 对 = 1,2, п 均 成 立 等 号 , 则 称 它 为 * 阶 第 一 型 随机 
和 矩阵 ,或 简称 为 # 阶 随机 和 矩阵， 

设 A = (ад) 是 = 阶 半 随 机 矩阵, 令 


liks i, R=1,2,..*,n 
а 1- D ans о Q up 
0, 1= 0, k =1,2, эп 
1, 了 一 《一 0 
构造 矩阵 
S= Ga, is j€ (0, 1 ……， n)) G5.2.3) 
定义 5.2.2。 жп ЕВЕ 4 = Ca) 满足 条 件 
i (i=1,2,..°., n) (5.2.4) 
则 称 4 为 = 阶 第 一 型 通 外 矩阵 。 若 4 还 不 可 约 , 则 称 4 为 * 阶 第 
一 型 不 可 约 通 外 矩阵, 


注 5.2.1。 И," 阶 不 可 约 半 随机 和 矩阵 是 > 阶 第 一 型 通 外 算 
阵 的 充 要 条 件 是 它 不 是 = ВЕНЕ, 

Ж 5.22. ФИ, "ИЗ: 4 = (an) лиф 
外 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 经 行 与 列 的 同样 置换 可 以 化 成 次 之 形式 : 


A 0 … 0 о... 0 


0 0 … М 0 … 0 0 (5.2.4) 
Agni Agna `° Aya. Aen °° ° 0 0 


Are. Ara Spa. Saqi C SSES SSS Arnim 4, 
其 中 AG =1,2,... 0) 是 第 一 型 不 可 约 通 外 算 阵 ,对 每 个 固定 
МОЕТ, 8 十 2 DD АА) ВРАТА 
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ЗА, 

5138 5.2.1. £ A = (а) Ат AERE И] 

r<1 (5.2.5) 

这 里 + 是 4 的 最 大 特征 数 . 

ЗЕ. ШЕ 5.2.2 A RER A пај АЕ 
有 明 引 理 成 并 , 然 这 可 由 注 5.2.1 № [9, 第 十 三 章 的 $ 2 ВН: 2] 立即 
得 到， 于是 引 理 获 泪 , 

EX 5.2.2. 车 第 一 型 正则 方程 


ж = Ў) cate + в G=1,2, +, n) (5.2.6) 
&=1 


的 右边 系数 矩阵 С = (ci) 是 第 一 型 通 外 矩阵 则 称 它 为 第 一 型 通 
外 方程 . 

定理 5.2.1。 若 (5.2.6) 是 第 一 型 通 外 方程 ， 则 它 有 唯 -一 《有 
限 ) 解 , 且 其 最 小 非 负 解 就 等 于 其 唯 -( 有 限 ) 解 . 

证 ， 由 注 5.2.2, 引 理 5.2.1 以 及 定理 4.3.1 立 得 我 们 的 定理 , 


$5.3. 第 一 型 相 容 方 程 
定义 5.3.1， 若 P = (р) 2J n 阶 随机 矩阵 , 则 称 
нь Е (5.3.1) 
为 第 МН AKI FE 
易 让 
定理 5.3.1. 第 一 包 随 机 章 次 方程 有 无 穷 多 组 (有 限 ) 解 ,而 其 


最 小 从 负 解 重合 于 零 解 , 
设 


z= У) cav b, (=1,2,..., n) (5.3.2) 
к 


ЖЖ, <Ç 
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Sik = i=1 
0, 7 一 0, k=1, 2, 
1, i=k=0 
构造 矩阵 
5 = (би, is kE CO, 2) 
令 


Е, = G: ¿€ (1,2,:-:, n), i+20) 


E, == ENE, 
Еџ = (ca i, ke E.) 的 本 质 足 汉 集 
Fa = ENE 


EX 5.3.2. 若 第 一 型 正则 方程 (5.3.2) 满足 条 件 


bi=0 (ic En) 
MRE 0 0 EHAN HE, 
下 面 假定 (5.3.2) 是 第 一 型 诅 容 方程 ， 易 证 


(5.3.3) 


(5.3.4) 


(5.3.5) 


(5.3.6) 
(5.3.7) 
(5.3.8) 


(5.3.9) 


ЕЯ 5.3.2. 第 一 型 相 容 方程 (5.3.2) 的 最 小 非 负 解 x*(i = 


1, 2,"…,x) 有 限 , 即 
хе < +оо (= 1,2,5, п) 
R. 
G) 1, те En) 是 第 一 型 随机 章 次 方程 
х, = У? САХА (ie En) 


Е 
的 最 小 非 负 解 ,从 而 
xz 一 0 (i€ En) 
Gi) (zF, i€ En) 是 第 一 型 适 外 方程 
xi 一 5) сах + bi G € Eu) 


АЕ, 


的 最 小 非 负 解 , 即 其 叭 一 (有 限 ) 解 ; 


(5.3.10) 


(5.3.11) 


(5.3.12) 


(5.3.13) 


=。 41 ° 


Gi) (х, ¿€ Е 是 第 一 型 通 外 方程 
z; = У cat (> east + ь)) (ie E) (5.3.14) 
КЕЕ, “RiB 


的 最 小 非 负 解 , 即 其 唯一 (有 限 ) 解 , 
55.4. 随机 添 尾 严格 非 齐 次 方程 
设 
x= У) сняв Fb. G=1,2, n) (5.4.1) 
k= 


是 第 一 型 正则 方程 . 
Ei, Е, Bu 以 及 Е ЕХ Е, 
定义 5.4.1. ж 
E,U E, = Q (5.4.2) 
则 称 (5.4.1) 的 右边 系数 矩阵 C = (си) 为 в 阶 第 一 型 组 合 随机 
矩阵 ,或 简称 为 ” АННЕ. Æ 
E, < Q (5.4.3) 
R 
EE, (5.4.4) 


WER C = (с) 为 * 阶 随机 添 尾 矩阵 , 

EX 5.4.2. 知 第 一 型 正则 方程 (5.4.1) 是 严格 非 齐 次 的 且 其 
右边 系数 矩阵 C = (ск) 是 组 合 随机 (随机 滞 尾 ) 甜 阵 ， 则 称 它 为 
第 一 型 组 合 随机 (随机 水 尾 ) 严 格 非 齐 次 方程 。 余 仿 此 . 

ЖИ 5.4.1. 若 (5.4.1) 是 随机 添 尾 严 格 非 齐 次 方程 , 则 其 最 小 
非 负 解 


де = +оо (人 一 1 2 2) (5.4.5) 
waz 
G) (zF, iE En} 是 第 一 型 组 合 随机 严格 非 齐 次 方程 
x; = > ен + G€ En) (5.4.6) 
KeéE,, 
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的 最 小 非 负 解 ,从 而 

х? = +оо (Е Е.) (5.4.7) 
Gi) (zF, re Eu UE, 是 常数 项 本 质 无 穷 方程 
z= D, c+ ( > car + bi) (i€ En UE) (5.4.8) 
k CE, ,UE, Е, 

的 最 小 非 负 解 , 从 而 
zt = +o (Е PaUFEa) (5.4.9) 

Е. ЗЛЕ, ЛАВ. 


55.5. 正则 方程 
设 
n= сии @=1,2,:..,2) (551) 
k= 


是 第 一 型 正则 方程 
Е,, E, Ea № Е. ШІ Е. & 
Cas i, RE Eu 
O |b, ie Ea k=0 
t] = 0, j=0, ke Fn (5.5.2) 
1, == 0 


构造 矩阵 


Ta = аж» і, kE {0}UEn) (5.5.3) 
令 

EP = G: ¿€ Eu, i GZ 0) (5.5.4) 
ER = G: ¿€ Eu, i ⁄%— 0) (5.5.5) 
ED = G: ¿€ Em i= EW (5.5.6) 
EP = G: ie E, i — ЕФ (5.5.7) 

D = G: ie Eas i ЕФ) (5.5.8) 
EP = G: ie En i — ЕФ (5.5.9) 
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由 上 面 各 节 的 结果 立 得 
定理 5.5.1. 第 一 型 正则 方程 (55.1) 的 最 小 非 负 解 21G = 
1, 2,"……,n) 如 下 唯一 决定 : 
G) (zF. 76 EU EQ U ED 是 第 一 型 相 容 方程 
х; = У} саха + b, (Е ЕРОЕФ ЦЕ) (5.5.10) 
кекронрицо 
的 最 小 非 负 解 ; 
Gi) (5, 6 ЕРОЕЗ УЕ?) 是 随机 添 尾 严格 非 齐 次 方程 
x, == У сахь + ( У G ET + bi) 
невро ea 
СЕЕРЧЕ? ЦЕ?) (5.5.11) 
的 最 小 非 负 解 ， ов 
= +оо (¿€ FWIDU EU Е) (5.5.12) 
Я 5.5.1. я 一 型 正则 方程 有 有 限 最 小 非 负 解 的 充 要 条 件 是 
它 是 第 一 型 相 容 方程 . 
Я 5.5.2. 第 一 型 正则 方程 有 唯一 《有 限 ) 解 的 充 要 条 件 是 它 
是 第 一 型 通 外 方程 
系 5.53. 第 一 型 正则 方程 若 有 唯一 有 限 ) 解 , 则 其 与 最 小 非 
负 解 重合 . 
Я 5.5.4. 第 一 型 正则 方程 的 最 小 非 负 解 《 即 任 一 非 负 解 ) 恒 
等 于 无 穷 的 充 要 条 件 是 它 是 随机 添 尾 严 格 非 齐 次 方程 。 
EN 5.54. 天 ;的 元 素 称 为 C 的 通 外 足 三. 
Я 5.55. 第 一 型 正则 方程 是 第 一 型 通 外 方程 的 充 莹 条 件 是 
其 有 边 系 数 矩 阵 的 每 个 足 码 都 是 通 外 足 码 。 


$5.6. 拟 规格 方程 
ЖХ 5.6.1. 4% НИНЕ ЛЕ 


х, = > Cite tb G€ E) (5.61) 


АЕ 
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满足 条 件 


Death <1 GEE) (5.6.2) 
ХЕЕ 
则 把 它 叫 做 拟 规格 方程 : Я (5.6.2) 对 一 切 ie Е 成 立 等 号 ， 则 称 
它 为 规格 方程 ， 
定理 5.6.1。 若 (5.6.1 ) 是 拟 规格 方程 , 则 
0<=<1 GEE) (5.6.3) 
и. © 
0 =0 (ЕЕ) | 
XD =a > cas Ь (n2 1,i€ =. (5.6.4) 
КЕЕ 
0<x”<1 (0221, IEE) (5.6.5) 


于 是 ,由 定理 3.21 立 得 (5.6.3)。 定 理 证 毕 . 
定理 5.6.2. 设 (5.6.1) 是 拟 规 格 方程 ， 若 人 7 及 这 一 1， 
则 < = 1, 
E. H 7 ЛЬ ЕЖЕ G. lupe i} 使 
Cii fia l Chi > 0 (5.6.6) 
хў < 1, 则 由 定理 5.6.1 知 


ай = У; сих + b, = > Cix + c; zF + b, 


Ker я 
< Ў) c f cj + bi = У) cI + 1 (5.6.7) 
к, СЕ 


R5 rt = 1 的 假设 矛盾 , 故 必 有 x* = ]， 间 肆 依 次 可 证 x¥ = 1, 
оар 1. 于 是 定理 获 证 . 

Ж5.6.1. 没 (5.6.1) АННЕ Руи Warr аў 
同时 等 于 1 或 同时 小 于 1, 

Ж 5.6.3. (5.6.1) 是 非 齐 次 规格 方程 ， 则 下 列 四 命题 等 
价 : 

G) 

2*=1 (i€ E) (5.6.8) 
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Gi) 方程 组 (5.6.1) 没有 非 负 非常 数 的 有 界 解 ; 

Gü) 方程 组 (5.6.1) 没有 非常 数 的 有 界 解 ; 

Gv) 方程 组 (5.6.1) 没有 ibm 一 0 的 非 负 解 xG € Е), 

证 ， 分 成 下 列 几 步 : 

(А) АЕ G) <> Gi), 

(Л, х = 1 G € E), МНЕ 3.2.3 4744 Gi), K 
之 , 设 (н) 成 立 , 于 是 由 定理 5.6.1 知 x 三 c (Є Е), Н (5.6.1) 
是 非 齐 次 方程 知 ,存在 足 码 sEE 及 5b. 记 0, В = c (Е) К 
入 (5.6.1) 的 第 * 个 方程 得 


с=с 231 ca +в, (5.6.9) 
КЕЕ 
A (5.6.1) 是 规格 方程 ,所 以 
1— Уј ск = b, > 0 (5.6.10) 
Дев 
Hi (5.6.9) #9 (5.6.10) 得 
р 
Е Е (5.6.11) 
s 1— > Csk 
кеВ 


于 是 〈i) 成 立 ， 故 (iD < Gi). 
(В) 试 证 G) <> Gi. 
设 G) 成 立 , 则 由 定理 3.2.4 立 得 Gü); 反之 , 设 Gü) 成 立 , 于 


是 (让 成立， 然 已 证 (i) Gi) KORE. FÆG) (ін), 
(C) 试 证 G) <> Gv). 
设 (1) 成 立 , 于 是 
мх = 120 (5.6.12) 


由 x¥(ié E) 之 最 小 性 立 得 Gv); 反之 , 设 Gv) 成 立 , 于 是 


inf x? =е>0. 
显然 , x; 三 1 G € Е) Ë: (5.6.1) 的 一 个 非 负 解 , 这 时 
еее я < (1 + +) = GEE) (5.6.13) 
с с 
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于 是 ,由 定理 3.2.3 得 
хе =х,=1 (Є Е) (5.6.14) 
从 而 G) 成 立 ， 于 是 G)< (№). 
至 此 ,定理 汪 毕 . 
R562. 若 p,> c > 0 (16 E)， 则 规格 方程 (5.6.1) 的 最 
小 非 负 解 
x* 三 1 (ICE) (5.6.15) 


55.7. 有 限 维 拟 规格 方程 


定义 5.7.1。 若 ” 维 规格 方程 又 是 第 一 型 通 外 方程 , 则 称 为 规 
格 通 外 方程 . 

显 见 ，” 维 规格 方程 是 规格 通 外 方程 的 充分 必要 条 件 是 它 是 
严格 非 齐 次 的 . 

引 理 5.7.1。 规格 通 外 方程 


x= D carr tb; (i=1,2,..°,n) (5.7.1) 
k=1 


有 唯一 (有 限 ) 解 x; 三 1 G = 1, 2, 55, n), MEEA 
x* == x, = 1 G€ E), 

Е. ШИ х = 1 G = 1,2,-: n) 是 (5.7.1) 的 一 个 有 限 ) 
解 ,于 是 由 定理 5.21 立 得 此 引 理 . 


设 
x= D cart b; G= 1,2,:-.,n) (5.7.2) 
КЕТ 
E Е 
令 
ciky i, k=1,2,-:- n 
1 一 人 cC; + b, 1 一 1,2: , n, k = 0 
gi = > : 小 УНИ (5.7.3) 
0, i=0,k=1,2, e,n 
1, i=k=0 


构造 矩阵 


G= (gj, i, J€ (0,1,2,::*, n)) (5.7.4) 
EX 5.1.2. "ИК ЈЕ (5.7.2) 满足 条 件 
ро (i = 1,2,..., n) (5.7.5) 
则 称 它 为 通 补 方程. 


由 
t- Senai- (De +1, 2,:::,т) (5.7.6) 


知 , 通 补 方程 必 是 第 一 卉 通 外 方程 . 
下 面 假定 (5.7.2) 是 严格 非 齐 次 通 补 方程 ， 
引 理 5.7.2. 严格 非 齐 次 通 补 方程 (5.7.2) 有 如 下 的 性 质 : 
G) 它 有 唯一 (有 限 ) 解 志和 一 1 2， n): 
Gi) 它 的 最 小 非 负 解 x*(i = 1, 2,"… n) 与 它 的 唯一 (有 限 ) 
bes =1, 2, --., n) 重合 ; 
(iii) 
0 一 太一 1 G=1,2,-:-, n) (5.7.7) 
证 ， 由 通 补 方程 必 是 第 一 И H 5.21 9 Gi) 与 
Gi) W, 〈5.7.7) 的 前 半 部 分 由 (5.7.2) 是 严格 非 齐 次 方程 和 系 4.2.1 
知 是 正确 的 , 往 证 (5.7.7) 的 后 半 部 分 。 
不 失 一 般 性 ,可 设 
С, 0..0 0 -+ 0 0 
Ü C e D ооо 
С = 0 оС, ооо (5.7.8) 
Сал Саа "5 С.в Cen tt 0 0 
Си Ga Cnt С, 
其 中 CG 1,2,5, 0) 是 第 一 型 不 可 约 通 外 矩阵 ,对 每 个 固定 
й G= =+ l,g+ 2, ОИ C, < < i) КА 
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HEERE, 
以 Ei(i = 1,2,---,1) 表示 Ci 的 足 码 集 .由 系 3.4.1 知 , (5%, 
i € E.y Bedli; Fë 


х; = > caret b; G€ Е) (5.7.9) 
keb, 
的 最 小 非 负 解 , 由 (5.7.5) №1 (5.7.8) 知 , 年 在 足 码 je F,, f# 
S Ceri < 1 (5.7.10) 
ЕЕ, 
由 定理 5.6.1 知 
0<x*<1 GEE) (5.7.11) 


H (5.7.10) Ri (5.7.11) 得 
же = > Cat + b < У C a tb <1 (5.7412) 
КЕ, 


кек, 


H C, ЖЖЕНИЕ 5.61 知 


х < 1 (ЄК) (5.7.13) 
同 理 可 证 
tx<< 1 СЕЕ,) (5.7.14) 
其 中 一 2，3，…，8， 于 是 
& 
х1 (ie U F.) (5.7.15) 
显然 
1 ғ 
U вея UE (5.7.10) 
了 = 四 十 上 321 
于 是 由 《5.7.15 ) 和 定理 5.6.2 知 
t 
aci (е U в) (5.717) 
i=g+) 


由 (5.7.15) 和 (5.7.17) 立 得 (5.7.7) 的 后 半 部 分 ， 于 是 引 理 得 证 , 
设 


r, = D) cart b, (i=1,2,...,7) (5.7.18) 
k=l 
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是 # 维 拟 规格 方程 ， 令 
Ciks i, А=1,2,--.,п 
is» 1=1,2,---,п, k= 0 
к = I 
0, 00, 2-я 


1, i=k=0 


构造 矩阵 
了 一 (tky， АЕ (0,1,-::, n)) 
令 
Ë, = G: ТЕ @,2, ,7), i 320) 
Ё, = G: i€ (1, 237:1, a), и 0) 
Ыга i, ДЕ Ê, 
1— (D ejt 5) ¿€ Ë,, k= 0 
ё. = (> ) 
0, ¿= 0, ke Ё, 
1, i=k=0 
构造 矩阵 
б = (irs i, ke (0) UE,) 
$ 


Вы = G: ie É, B іс) 


Ё = G: ie É, H i 270) 


(5.7.19) 


(5.7.20) 


(5.7.21) 
(5.7.22) 


(5.7.23) 


(5.7.24) 


(5.7.25) 
(5.7.26) 


定理 5.7.1。 "ИДИТЕ (5.7.18) 的 最 小 非 负 解 x*(i = 


1,2,7", n) 如 下 唯一 决定 : 
G) (а, € В} 是 齐 次 方程 
х; = 5? сах CIEE) 
КЕЙ, 
的 零 解 ,从 而 
xž=0 (eÊ) 
Gi) (zF, ге Ên) 是 规格 通 外 方程 
х, = У) сих +В; СЕ Ё,) 
KEE,. 
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(5.7.27) 


(5.7.28) 


(5.7.29) 


的 唯一 (有限 ) 解 ,从 而 
х* =1 (ie Ên) (5.7.30) 
Gii) (а, ге Вы} 是 严格 非 齐 次 通 补 方程 
x= Ў) сае + (5 сахї + ь) Ge Êa) (5.7.31) 


ke, 
的 唯一 (有 限 ? 解 ,从 而 
0 一 zz 一 1 (ЕВ, (5.7.32) 

证 ， 由 引 理 5.7.1 #1838 5.7.2 立 得 我 们 的 定理 。 

#511. z 维 拟 规格 方程 的 最 小 非 负 解 x* 三 0(i = 1, 2, 
e,n), х* = 1G = 1,2, n) K 0 <xF<1G = 1,2,5, 
n) 的 充 要 条 件 分 别 是 它 是 齐 次 方程 ,规格 通 外 方程 及 严格 非 齐 次 
通 补 方程 . 

注 5.7.1。 若 (5.7.18) 是 ” 维 规格 方程 , 则 

G) (5.7.27) 是 随机 齐 次 方程 ; 

Gi) Ên, Ên 可 简单 确定 如 下 : 


É, = G: i€ Ê, i É) (5.7.33) 
Ên = G: ie Ê, i Zx Ё,) (5.7.34) 


55.8. 第 二 型 正则 方程 
定义 5.8.1. 若 第 二 型 正则 方程 


x, = >; си b, (i=1,2,..…,n) (5.8.1) 


的 右边 系数 矩阵 C = (с) 的 转 置 是 第 一 型 通 外 (第 一 型 组 合 随 
机 ) 甜 阵 , 则 称 为 第 二 型 通 外 (第 二 型 组 合 随机 ) 方 程 ， 
容易 证 明 
引 理 5.8.1. # (5.8.1) 是 第 二 型 通 外 方程 ， 则 它 有 唯一 《有 
限 ) 解 , 且 其 最 小 非 负 解 就 等 于 其 唯一 有 限 ) 解 . 
引 理 5.8.2. 第 二 型 组 合 随 机 齐 次 方程 
х; = > cas G= 1,2,::-,. n) (5.8.2) 


. 51. 


有 无 穷 多 个 (有 限 ) 解 ,其 最 小 非 负 解 FG 一 1,21..." 


重合 , 即 


sn) SF 


xž=0 (¿=1,2,:::, n) (5.8.3) 
5138 5.8.3. 若 (5.8.1) 是 第 二 型 组 台 随 机 严格 非 齐 次 方程 , 则 
其 最 小 非 负 解 
== +0 (1= 1,2, :::, и) (5.8.4) 
AGAD ER MENSA. 令 | 
cians is бе n 
НЙ дда 
1, £ == k = 0 
КБЕ 
了 一 (ty i, h€ (0,1, 0)) (5.8.6) 
令 
E, = G: i€ (1,2, san), i 0) (5.8.7) 
Е = (й: i€ (1, 2,55, т), i 2 0) (5.8.8) 
С, = cits i, kE E) (5.8.9) 
Eu = 矩阵 C, НЕВЫ: С, 的 通 外 足 码 集 (5.8.10) 
En = E\En (5.8.11) 
Св = cig i, RE En) (5.8.12) 
Ei? = 矩阵 Cu 的 非 本 质 足 码 集 (5.8.13) 
ЕФ = ENEP (5.8.14) 
С, = (саз i, k€ E) (5.8.15) 
= 矩阵 C; 的 通 外 足 码 集 (5.8.16) 
En = EN\En (5.8.17) 
Са = (сть i, АЕ En) (5.8.18) 
Еур = 矩阵 C, 的 非 本 质 足 码 集 (5.8.19) 
ER = ENE? (5.8.20) 
EX 5.8.2. Æ 
ЕФ = Q (5.8.21) 
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则 称 (5.8.1) 为 第 二 型 相 容 方程 。 
注 5.8.1. 显 见 , 当 且 仅 当 


ЕРОЕФ = Q (5.8.22) 
Жр, (5.8.1) 始 为 第 二 型 通 外 方程 ; 当 且 仅 当 
FE) = (1,2,.…., n) (5.8.23) 


BJ, (5.8.1) 始 为 第 二 型 组 合 随机 严格 非 齐 次 方程 . 
定理 5.8.1。 第 二 型 正则 方程 (5.8.1) 的 最 小 非 负 解 如 下 唯一 
决定 : 
G) (zF, € En UEP) 是 第 二 型 通 外 齐 次 方程 
x= У) сахь (ie Ен ЦЕ) (5.8.24) 


ЕЕ, UED 


的 唯 ~-( 有 限 ) 解 ,从 而 


=0 (ic En UEP (5.8.25) 
Gi) (zF, ie ER) 是 第 二 型 组 合 随 机 齐 次 方程 
r= У) carr CEER (5.8.26) 
te El2) 
的 零 解 , 即 
5 =0 GeEQ (5.8.27) 


Gii) (А, i€ E, UEP) 是 第 二 型 通 外 严格 非 齐 次 方程 
д; = > ск + (EEEn UES) (5.8.28) 
ke Ez U Бр 
的 叭 一 (有 限 ) 解 
Civ) [xF, РЄ EY 是 第 二 型 组 合 随机 严格 非 齐 次 方程 
r= У) cart ( У) <Ë + bi) GEER) (5.8.29) 


кевр kez U$? 
的 最 小 非 负 解 , 从 而 
хў = +00 (¿e€ ЕФ (5.8.30) 
УЕ. 8512 5.8.1, 引 理 5.8.2, 引 理 5.8.3 ЖИ: 5.8.1 立 得 我 们 


的 定理 . 
系 5.8.1， 第 二 型 正则 方程 有 有 限 最 小 非 负 解 的 充 要 条 件 是 
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它 是 第 二 型 相 容 方程 . 

Я 5.8.2. 第 二 型 正则 方程 有 唯一 (有 限 ) 解 的 充 要 条 件 是 它 
是 第 二 型 通 外 方程 . 

系 5.8.3， 若 第 二 型 正则 方程 有 唯一 (有 限 ) 解 , 则 其 最 小 非 负 
解 与 之 重合 . 

系 5.8.4， 第 二 型 正则 方程 的 最 小 非 负 解 恒 等 于 无 穷 的 充 要 
条 件 是 它 是 第 二 型 组 合 随机 严格 非 齐 次 方程 。 
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第 三 篇 ” 齐 次 可 列 马尔 可 夫 链 


第 六 章 一 般 理 论 


$61. 引 $ 
№ X = {1„(0), 0 < n < (0) +1, wE 9} 是 定义 在 概率 
空间 (8, F, Р) 上 的 齐 次 可 列 马尔 可 夫 链 《 以 下 简称 马 氏 链 )， 
其 相 空间 为 E 一 (1，2,，…')， 其 转移 概率 矩阵 为 P = (pi, is 
j€ Е). Ж PCCo) 一 十 oo) 一 1， 则 称 X 为 不 断 的 马 氏 链 , 
本 章 主要 研究 马 氏 链 的 转移 概率 、 第 一 次 到 达 时 间 的 分 布 和 
НАХ ЖАН НИ, НО НЯ, я] п БАНЯ 
ЖЕ МАКА НИК) Blackweel 分 解 等 问题 


$62. 转移 概率 


“ 设 4 五 为 已 的 子 集 且 4 关 Q. $ 
нр) = Plr € A, х,&Н, 0 <> <n|x = i) (6.2.1) 


> 


нр = У) нра" (0 << (6.2.2) 
п=1 

upia = > up‘? (6.2.3) 
n=1 


定理 6.2.1。 lupa (A), i€ E) ЕЖЕ 


к = > ipx; + Apia G € E) (6.2.4) 
的 最 小 非 负 解 . 
Е. 显然 (6.2.4) 是 第 一 型 围 过 方程， 因为 
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up = pia CIEE) pe 
нр" = Ў) рин РФ G€ E, n>1) 
1ЕВ\Н 
所 以 
Rapi = ¿pia (iE E) 
¿"tii pt = > ¿pi Aap С ЕЕ, | 209 
由 C6.2.2),， (6.2.6) 以 及 定理 3.2.3 立 得 我 们 的 定理 ， 
EH 6.2.2. {npr ге E| ЕАН 
z, = D, рих + ра G€ E) (6.2.7) 
je ВАН 
的 最 小 非 负 解 ， 
证 ， 本 定量 万 是 定理 6.2.1 在 ?一 1 下 之 特例 , 
定理 6.2.3。 {npi(4), ЕЕ} R 36 `l 0145 J E: 
х= Ў) ¿puma t kp, GEE) (6.2.8) 
КЕВАН 
的 最 小 非 负 解 , 
证 ， 由 定理 6.2.1 及 定理 3.8.1 立 得 我 们 的 定理 ， 
定理 6.2.4. „р, ЕЕ} 是 第 二 型 团 过 方程 
х= Ў) purtt+ ps GEE) (6.2.9) 
КЕРИ 
的 最 小 非 负 解 . 
证 ， 本 定理 万 是 定理 6.2.3 在 4 = 1 下 之 特例 , 
令 
е = > api (6.2.10) 
EH 6.2.5. (e, JEE) 258 — KU [835 а 
= У) рик t ры G€ E) (6.2.11) 
кал 


的 最 小 非 负 解 . 
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证 .由 
вр) = ру G€ E) 
DD = У) (=. (п 21, ;€ E) 
Abhi abak ` Pki 21,7 


кал 


| (6.2.12) 


ARZ 3.2:3 立 得 所 欲 证 . 
$ 6.3. 第 一 次 到 达 时 间 的 分 布 和 矩 


令 
но = Plr, AUH, 0 <v < n, x, € A|x= i) (6.3.1) 
нФ,.0) = У) ні" << (6.3.2) 
= 


нт) = Уп. nly (р 0, 1,5-5) (6.3.3) 


п=1 


> 


nf as „ФСГ Бра нт Ее; > ні) (6.3.4) 
ЗЕРЕ 6.3.1. (60,02), i € Е} 是 拟 规 格 方程 
r= У) Ара + ¿pa (Е Е) (6.3.5) 
rEAUH 
的 最 小 非 负 解 . 
证 .因为 
nf = pia G; € Е) | 
i р (6.3.6 
afia? = У, Pir йа (п>1, ЗЕЕ) 4 
k&AUH 


所 以 
Анк = hpia Ge E) 
ае 9 = У) ¿pa Lafi (в 2 ;i€ E) 


k&AUH 


由 (6.3.2),(6.3.7) 以 及 系 3.2.3 018, (00,0), iE ЕЁ 是 (63.5) 
的 最 小 非 负 解 ， 显 见 (6.3.5) 是 拟 规格 方程 ， 于 是 ,定理 获 证 ， 
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(6.3.7) 


定理 6.3.2。 {nf ¿€ E) 是 拟 规 格 方程 
Xi 一 > Рах + Pia G € E) (6.3.8) 


k&AUH 


的 最 小 非 负 解 . 
ШЕ. ЖЕРЛЕ 6.3.1 在 1 = 1 下 之 特例 . 
当 ний о = +оо 时 ,下 面 我 们 约定 


р 
У) сорта = +оо (6.3.9) 
1=1 


其 中 c; 表示 从 个 元 素 里 每 次 取出 ! 个 的 所 有 不 同 的 组 合 种 
Ж, 
EA 6.3.3. 对 于 p>1, (нт; ic E) 是 第 一 型 图 可 方程 


в. Ра + ат GEE) (6.3.10) 


k& AU: 
的 最 小 非 负 解 . 
ЗЕ. ШИ, (6.3.10) 是 第 一 型 圈 查 方程 ， 由 《6.3.6) 得 
afit = pia G€ E) 


Got 1 нае = У) paent Af 
Е р $ Ая (6.3.11) 


Р 
+> сь У) рап. Ju? (п 221, Є Е) 


1=1 k& AUH 
H (6.3.3), (6.3.11) RA 3.2.2 Al, {05 ге Е} RAMEE 
方程 


= р Pi] + 2 Фк nME? + pia 
& Al 1 &AU. 
G € E) (6.3.12) 
的 最 小 非 负 解 。 故 只 需 证 明 


5а У] рант? + ра = 5) сете "Су mt 
=1 k&AUH 
(i€ E) (6.3.13) 
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就 够 了 . 


下 面 分 两 种 情况 证 明 (6.3.13). 


(1) my? = + oo, 
ea EE р! Ар (р 1): 
° 0 一 D 1 а= 10-10) G — 1): 
= Ch >с (1<1<р) (6.3.14) 
а 
Б Уус, У) ра‘ нт? + ри 
1=1  k&AUH 
р 
> `` С У Pik ` umg- + pia 
1=1 R&AUH 
p—1 
s сі, У) Pirum 070 + Pia 
120 EAU 
= pm? = 十 co (6.3.15) 
于 是 ,根据 (6.3.9) 立 得 (6.3.13). 
Gi) umg? < +оо, 
这 时 有 
pm < +оо, (l= 1,2,..,7) (6.3.16) 


我 们 首先 证 明 


Р 
>} as Co — 1) ymi E > (= 10) Chumi’ = 0 


s=0 


设 
р Р-! 
> c; 
1=1 s=0 
, 
+> 
然而 ， 


st 一 [1 十 (z 一 1)]? 


s=) 


(6.3.17) 


Chl 1 Yum g? 


(17 Cium = > aym (6.3.18) 


> CLGz — 1)! 


1=0 
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p Р-! Р 
= >; с с) = У аат? + в? (6.3.19) 
1= #=0 1=1 


PE 
J 


au 


a=0 (1=0,1,:--,p— 1) (6.3.20) 
HI (6.3.18) Ж (6.3.20) 149 (6.3.17). 
现在 转向 (6.3.13) 的 证 明 , 由 定理 6.3.2 知 ,(6.3.13) 对 p= 1 
真 , 今 假定 (6.3.13) 对 1,2,…,p 一 1 已 真 ,从 而 


р 
>; сь У: Pir интег? + Pia 


1=1 KSAUH 
p-1 
= S ik =t; ~ -l= 
5 с > Pix umita + s C1 Cha ный? 
1=1 У r=1 


2-1 
+ > (—1Xc;-, ит] + У? Pir нра + Pia 
:=1 


k&AUH 


as с, go + 510-06 нта" "| + ній 


` ~ 
' "Ó 


і 
Е 


t > C> 1Y Chai ami" + mi? 


№ 


| 
r 


с, > 1) Ch umg = >; (= 1) 1C5 ymo 


О 


| 
М: 


1) рт (6.3.21) 


所 以 (6.3.13) Р 亦 真 . 由 归纳 法 知 (6.3.13) 成 立 .定理 的 证 明 


告 完 成 . 
EH 6.3.4. 若 对 某 个 常数 0 一 C 一 十 co 有 
нта S Са CIEE) (6.3.22) 
则 
нт® < рі C’ afa Ql, i€ E) (6.3.23) 
Е. ЊН (6.3.22) 4 (6.3.23) 对 2 == 1 真 . 今 假定 (6.3.23) 对 
Pp 一 1 已 真 ; 即 
admi D < (p—1)! C нм GEE) (6.3.24) 
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ЕЕ (6.3.23) 对 p 亦 真 。 
由 定理 6.3.3 81, luma ie E) 是 第 一 型 围 过 方程 
x= У) раа + н GEE) (6.3.25) 


KU 
的 最 小 非 负 解 。 于 是 由 系 3.3.3 知 , 若 zF G € E) ЛА 
程 


а= У) рад арса Ge E) (6.3.26) 


Квин 
的 最 小 非 负 解 ,从 而 
хе = р! Сыта G€ E) (6.3.27) 
Fh (6.3.22) 得 
zF ріс" G€ E) (6.3.28) 


由 定理 6.3.3 КОШЕВА, (нт, ГЄ E) ZANE E 


x= У) Park + У с: Ў) ра" ити? + ра G € E) 
ГУТ 1=1 AEAUD 
(6.3.29) 
的 最 小 非 负 解 。 然 由 . 
ck = P CEA рер 1616р) (6330) 


№ (6.3.24) 得 


р 
> С, > Ранте? + Pia 


1=1 ван 


<p (> с > pia т 9-9 + p, и) 
ЧМ = k&AUH 
+ 


Ë= (> Ср > bi вт DD + pia) 


1=0 КАН 
= p mir < р! с'р, G€ E) (6.3.31) 
于 是 由 定理 6.3.1 得 
нт 3х СЄ Е) (6.3.32) 
由 (6.3.28) AI (6.3.32) 91 (6.3.23) РЖИ. 于 是 由 归纳 法 知 
(6.2.3) Ж. 定理 证 毕 . 
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$ 6.4. 齐 次 有 限 马 氏 链 的 第 一 次 到 达 时 间 的 分 布 和 矩 


本 章 各 结果 对 齐 次 有 限 马 氏 链 不 但 成 立 ,而 且 大 都 还 可 加 强 . 
由 于 对 齐 次 有 限 马 氏 链 前 人 已 研究 得 相当 彻底 ， 故 未 把 它 作 为 本 
书 的 一 个 重点 而 另 立 一 章 讨 论 ， 今 只 是 把 它 的 第 一 次 到 达 时 间 的 
分 布 和 和 矩 这 个 前 人 尚未 很 好 进行 研究 而 又 十 分 重要 的 问题 在 这 里 
讨论 一 番 . 

设 有 齐 次 有 限 不 断 马 氏 链 {x,, n 22 0}， 其 相 空间 为 已 一 (1， 
2,，…… n). 令 


СО) = Gi: i€ E, i—— j) (6.4.1) 
GG) = G: ¿€ E, i œ~ ј) = ENG(j) (6.4.2) 
GOG) = G: i€ GG), i œ~ С()) (6.4.3) 


GOG) = G: ie GG), i œ~ GCG) = GUNG) (6.4.4) 
本 节 中 所 用 到 的 其 余 记 号 与 $6.2 和 $ 6.3 的 相同 . 


容易 证 明 下 列 各 结果 
定理 6.4.1 {fi(2), ié E) Bn 维 拟 规格 方程 
х= У) parit hp G€ E) (6.4.5) 
k=; 
的 最 小 非 负 解 . 
定理 644.2. (5, ic E) E: n 维 规格 方程 
z = У) parr + Pú G€ E) (6.4.6) 
k=; 
的 最 小 非 负 解 ,从 而 
G) 
fi= 0 GeG(D) (6.4.7) 
Gi) 
fj =1 (Gie GOG) (6.4.8) 


Gii) (8, ¿€ GOG) 是 严格 非 齐 次 通 补 方程 
x= У) part У pa GEG®G)) (6.4.9) 


«ебли keG(DG)UGy 
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的 唯一 (有 限 ) 解 ,从 而 
0<j#<1 (¿€ G2(;)) 
定理 6.4.3. {m;; ¿€ El 是 第 一 型 相 容 方程 


x = > Рах + fä G € E) 
ksi 


的 最 小 非 负 解 ,从 而 
mi < +оо (іє Е) 
(1) {ma; iE CG) 是 随机 齐 次 方程 
x; = > Paz] G€ GG) 


кес 
的 零 解 ,从 而 
mi 一 0 GEGG)) 
Gi) {таз ze СО) 是 第 一 型 通 外 方程 
x= У ра + Ge GG) 


КЕ 
的 唯一 (有 限 ) 解 . 
定理 6.4.4. (619; ic El 是 第 一 型 相 容 方程 


Р 
=; = > Рихк 十 > (—1) Ch mig? Ge Е) 
Ах; 1=1 


的 最 小 非 负 解 , 从 而 
т < Боо (€ E) 
详 言 之 。 
G) {m 移 ;ze G(7)} 是 随机 齐 次 方程 
x, = >; Рахь G€ G(;j)) 


Кем 


的 零 解 ,从 而 
mp = 0 (i€G())) 
Gi) {тР; ice GG) 是 第 一 型 通 外 方程 


(6.4.10) 


(6.4.11) 


(6.4.12) 


(6.4.13) 


(6.4.14) 


(6.4.15) 


(6.4.16) 


(6.4.17) 


(6.4.18) 


(6.4.19) 


р 
= У) рак + > (—1):C4mie-D (ie GGY) (6.4.20) 


кес 
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的 唯一 有 限 ) 解 , 且 


mP < ріс" ЧЕ) (6.4.21) 
其 中 
0<с= пах =: < + (6.4.22) 
Я 6.4.1. f) AE 的 在 |А < Ис 中 的 解析 函数 , 且 
0, ЄС); 
(а) = 5) iy 27 aene (6.4.23) 
p=0 $ 


56.5. 到 达 次 数 的 分 布 和 和 矩 


设 马 氏 链 是 不 断 的 ， 令 
0 = P(x, € А п, m > 0|x, = i) (6.5.1) 


Kus) = У) m (0 <2,<1) (6.5.2) 
n=0 
K = У) nk? (p= 0,1,:.:) (6.5.3) 
в=0 
Ки = K, (1) = У k? (6.5.4) 
n=0 
Ки 一 P(x,,€ A 光 穷 次 , m 2 Oja = i) (6.5.5) 


po EC мел s > O, Е) 


+00, 相反 的 情况 
TI, 04 是 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 ， 
2365.1. (К,,(2), iE E] 是 拟 规格 方程 
z= D, дак, + Ofu) Ge E) (6.5.7) 
jeda 
的 最 小 非 负 解 ， 
H. 由 
Dra D +O й) 1 (65.8) 
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知 (6.5.7) 是 拟 规格 方程 。 显 见 有 
k =1— f4 GeE) (6.5.9) 
而 
KAP = Plan E€ АЕ (п + 1) К, m> Olr = i) 
= Pl xn € A RH n IK, m > z |x = i) 


= J, P(x(04) = ј, x, € A Вп ik, m > z. | xa = i) 


= J Plo) = jlr = Р(х, Єл Мп, 
je A 


m > аж = š, x( o ,) = j) 


= У „Р(х, Є АВЕ, m > 0|x, = j) 


= У) А? (6.5.10) 
јел 
Н (6.5.9) #1 (6.5.10) 得 
ды =1— f4 GEE) 


6.5.11 
то = Ул МЕХ GER, n> D} ( ? 
ЕЛ 


H (6.5.2),(6.5.11) № Ж 3.2.3 3/43 (K, (2), i € Е} 5 (6.5.7) 的 
最 小 非 负 解 ， 于 是 定理 获 证 . 
EA 6.5.2. {K%; i€ E) 是 拟 规格 方程 


x= Ум t+ (1— 15) GEE) (6.5.12) 


的 最 小 非 负 解 . 
证 。 本 定理 力 是 定理 6.5.1 #£ 2 = 1 下 之 特例 . 
定理 6.5.3， WT p2>1, (IK; ie E) 是 第 一 型 团 过 方程 
Р 
x= >) А + >) ODK” + (—1)G р) 
ЗЕЯ 1=1 
(iE Е) (6.5.13) 
的 最 小 非 负 解 . 这 里 约定 , 当 K= 十 oo 时 , 令 
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P 
У) (D Kg” = +оо (6.5.14) 


1=1 
证 ， 与 定理 6.3.3 的 证 明 类 似 ， 
定理 6.5.4. 
K4 =1— K% (ЕЕ) (6.5.15) 
ж. НН KE 与 K 的 定义 立 得 本 定理 ， 
6.54. 设 马 氏 链 是 不 断 的 ， 若 4 是 几乎 闭 集 ， 则 (К, 
ic E) 是 规格 方程 
x = Ура + (1— fh) (ICE) (6.5.16) 
jea 
的 最 小 非 负 解 ,其 中 工 一 ENA. 
系 6.5.2， 设 马 氏 链 是 不 断 的 .五 的 子 集 4 是 几乎 闭 集 的 充 
要 条 件 是 规格 方程 
x= >) fs + а — 1) GEE) (6.5.17) 


јє4 
的 最 小 非 负 解 zz(ie E) 及 规格 方程 
x= У) ана, + а — fa) GEE) (6.5.18) 


ita 
ВМЕИ rG € E) 满足 条 件 
х 00 = 1 (IEE) (6.5.19) 
> >o (6.5.20) 


і ЄЕ 


56.6. 常 返 判 别 准则 


熟知 ,状态 * ABHRA 5 = 18% рУ = +oo sË K£ = 1. 
从 原则 来 讲 , 利 用 86.2,$6.3 以 及 $6.5 的 结果 可 直接 把 芒 或 所 或 
Ке 计 算出 来 ,以 判明 s 是 否 常 返 。 但 这 不 是 总 能 办 得 到 的 ， 所 以 
在 下 面 介绍 了 几 个 常 返 判别 准则 ,以 供 在 不 同情 况 下 选择 使 用 . 

设 马 氏 链 是 不 断 的 ，* 是 E 的 一 元 , 令 рб) = G: soi) 
U{s}, DCG) = БМЗ. 
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定理 6.6.1. (D # * 是 非 本 质 状态 , 则 :非常 返 ; 
GD F s ERARE, DO EAREN s 常 返 ; 


Сш) ж s 是 本 质 状 态 , D(*) 是 可 列 集 , 则 下 列 诸 命题 等 价 : 


G) “是 常 返 状态 ; 
Gi) 规格 方程 


х= У) рак tp. G€ Ds)) 


kepu) 


(6.6.1) 


ВУЛЕ хў = 1 GEDOG) (ИИ х^ = 1 G € D(s)) 可 用 定理 


5.6.3 HÆ); 
Gi) 方程 
> У) шар, GEDC)) 
kepti) 
没有 满足 条 件 
У) Peret p < 1 


кєрб) 
的 非 负 解 zG E р); 
Gv) 方程 
x; 之 У) Рах + Pa G; € р(:)) 


RED(s) 


没有 (有 限 ) 非 负 解 ; 
G) 方程 


zi У рыц + pa GEDG)) 
s) о 


没有 (有 限 ЕАМ. 
W. (D 和 GD 显 见 , 往 证 СШ), 


(6.6.2) 


(6.6.3) 


(6.6.4) 


(6.6.5) 


由 定理 6.3.2, Ж 3.41 ЯА 5.61 ЯШЕ G) 与 Gi) 等 价 ; 由 
es = JE, 定理 6.2.5, Ж 3.41 和 系 3.3.2 知 (i) 35 (ш) 等 价 ; НЕ 
EE 6.2.2 知 G) 5 Gv) 等 价 ; 由 定理 6.2.4 Ч) 与 (v) 等 价 ， 于 


是 定理 得 证 . 
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iz | 
x = си b, G€ E) (6.6.6) 


кє 


是 规格 方程 及 已 C FE. < 
D™ = (k; 存在 iEH, iny k) (6.6.7) 


其 中 C = (сд, i, KEE) НЫ (у, n 2 0}, 其 相 空间 
为 Е = {0} 0Е, НЕЖНЫЕ P = (ñ, i, j€ E) 的 元 素 如 
下 唯一 决定 : 

r 10, уе {0} 00 

10 170 16 р В 

сн» 1 JEE 

b, i€E, j= 0 
其 中 


` 
= 1 


jeun H) 
Во, ЛЕН. ЖЕЗ, Ai, H = (m, m t 


mw ) 为 有 限 集 时 , 令 rw = 1/N, (ni € H); МН = (m, m) 28 
可 列 集 时 , 则 令 ra = 1/2 Ca; € H). 

定义 6.61. 上 面 定义 的 马 氏 链 {y,、z 20) 称 为 规格 方程 
(6.6.6) 的 五- 伴随 马 氏 链 . 状态 O 称 为 {y。 n 0} 的 添加 状态 . 
M H = E tf, PR {yn n > 0) 为 (6.6.6) 的 伴随 马 氏 链 . 

定理 6.6.2. 若 以 *FG € E) 表示 (6.6.6) 的 最 小 非 负 解 , 并 令 

fi =P (HE n 0, Фу, = jlo =i) G, ЈЕВ) (6.6.9) 


х =f (CE) (6.6.10) 
ЗЕ. HH (6.6.8), 定理 6.3.2 以 及 系 3.4.1 立 得 本 定理 . 
定理 6.6.3. 若 以 zFG € E) 表示 规格 方程 (6.6.6) 的 最 小 非 
负 解 , 则 <£ = 1G € H) 的 充分 必要 条 件 是 (6.6.6) 的 H- 伴 随 马 氏 
链 的 添加 状态 0 是 常 返 的 
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证 .由 定理 6.6.2, 定理 6.3.2, 系 3.4.1 及 定理 5.6.2 易 完成 本 
定理 的 证 明 . 

系 6.6.1 xF = 1 G € E) 的 充 要 条 件 是 (6.6.6) 的 伴随 马 氏 链 
是 不 可 约 的 常 返 链 . 

以 表示 不 断 的 马 氏 链 的 一 切 非 常 返 状态 集 . 下 面 的 定理 
6.6.4 和 系 6.6.2 是 作为 定理 6.6.3 和 系 6.6.1 的 应 用 实例 而 设 . 

定理 6.6.4。” 若 HC D, 则 自 右 中 任 一 状态 出 发 以 概率 1 跑 
出 忆 的 充 要 条 件 是 规格 方程 


r, = У) piri tpo (ED) (6.6.11) 
jeD 


的 某 一 H-fEBB СВЕ ЛЕВИ. 
证 .注意 由 D 的 任 一 状态 i 出 发 终于 跑 出 马 的 概率 等 于 fibo 
由 定理 6.3.2, 定理 6.6.3 以 及 系 3.4.1 立 得 我 们 的 定理 . 
%66.2. 自 马 的 任 一 状态 出 发 以 概率 Юр 的 充分 必要 
条 件 是 规格 方程 (6.6.11) 的 伴随 马 氏 链 是 不 可 约 的 常 返 链 . 
在 我 们 今后 的 工作 中 ， 有 不 少 问题 归结 为 判明 一 个 规格 方程 
的 解 是 否 等 于 1 的 问题 .定理 6.6.3 和 系 6.6.1 的 作用 在 于 把 这 个 
问题 归结 为 已 经 研究 得 较 好 的 “ 常 返 性 的 判别 ”问题 . 
$6.7. 可 加 泛 函 的 分 布 和 矩 
设 马 氏 链 是 不 断 的 , 4 和 Hw ЕЙТ, H Ну = (N + 1, 
N +2,:: ). 令 
inf(n: z,€ Á, n>1), 如 括号 中 集 非 空 
£= PON 相反 的 情形 
т = min Cn,t4) (nm 2>1) (6.7.2) 
ШИ, т, TP 都 是 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 . 
设 VG) G € E) ЖЕ БЕБУ НА. Ф 
9) 


P= У) Уба) (n 21) (6.7.3) 
k=1 


(6.7.1) 
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Ta 
£ = > V(x) 
k= 
易 证 , EP 和 #4 是 随机 变量 , 且 


Ë, = vlimé7 = v- lim EAUHN 
neo N>% 
令 
FRC = PEP < |x = i) 
Fia) = P (ë, < tlr = i) 


о = [7 арто G > 0 


б) = [aF Q) GQ > 0) 
HPA) = L= pRO) 
piah) == gp. (2) 
Т? = МЕР = i} 
ТЧ) = МЕЛ" = i} 
ЖНр-о, 1,…， 显然 
T% = Т9) =1 


由 (6.7.5) 和 (6.7.6) Я 


$, GQ) = vim ФРС) = y-limd;, un (2) 


TH = v-lim T) = v-lim Тик 
пе мо 


(6.7.4) 


(6.7.5) 


(6.7.6) 
(6.7.7) 


(6.7.8) 


(6.7.9) 


(6.7.10) 
(6.7.11) 
(6.7.12) 
(6.7.13) 


(6.7.14) 


(6.7.15) 
(6.7.16) 


有 时 把 THCY Та. А = ә, LEASH AEA 


不 写 . 


定理 6.7.1， 2020) 申 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 


и) = 1— е9 GeE) 


фа (2) = У) pje GRA) + а — Wa) (6.7.17) 


i&4 


(п>1, ЕЕ) 


证 . 〈6.7.17) 的 第 一 式 显 见 成 立 , 往 证 第 二 式 . 由 马 氏 性 易 证 


.70 + 


FX) = У) pa FIG VG + У) РРР) 


i€A jeA 
< |= =i) (n>1, i€E) (6.7.18) 
于 是 有 
PAPA) = 2) ри + 5) py? 
184 
(а 221, гє Е) (6.7.19) 


Е (6.7.19) #1 (6.7.10) 2749 (6.7.17) 的 第 二 式 . 定理 证 毕 . 
定理 6.7.2， Тт 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
Ту” = VG)” СЕЕ) 
TP = > c; учу, p TY? НИ 
+ У) руб» (n>1,i¢E) 
证 ， 由 马 氏 性 易 完 成 本 定理 的 证 明 . 
定理 6.7.3。 {win《(%)，iE E) 是 拟 规格 方程 
x; = У) рех + A — ИФ) GEE) (6.7.21) 


і«а 

的 最 小 非 负 解 . 
证 .由 (6.7.15 ), 定 理 6.7.1 以 及 定理 3.2.1 立 得 我 们 的 定理 . 
当 VGT? = 十 co 时 , 我 们 约定 


У) сс 1) iG TI = 十 oo (6.7.22) 
1=1 
定理 6.7.4， F p>1, (Т0, ie Е} 是 第 一 型 围 壹 方程 
= > pjr 十 у ССПС Т7 (Є Е) (6.7.23) 


i&A 
的 最 小 非 负 解 . 
证 .由 (6.7.16), 定 理 6.7.2 以 及 定理 3.2.2, 并 参考 定理 6.3.3 
的 证 明 易 完成 我 们 的 定理 的 证 明 . 
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EH 6.7.5. iZ GCE, WJ 
Т) < +оо, (EG) (6.7.24) 


的 充 要 条 件 是 (6.7.23) 的 优 方程 
x; > Ў) риу + > сь) GT G€ Е) (6.7.25) 


i&A 
有 如 下 性 质 的 非 负 解 xi(i€ E): 
к< +оо (ЄС) (6.7.26) 
证 .由 定理 6.7.4 K Z 3.3.1 立 得 我 们 的 定理 . 
定理 6.7.6. 若 对 某 个 常数 0 二 c < + co 有 


Тя << (EE) (6.7.27) 

则 
ТЧ) < ріс? (¿€ E) (6.7.28) 

与 定理 6.3.4 的 证 明 类 似 . 
系 6.7.1， 设 (6.7.27) 成 立 , 则 ial24) 在 |4| < 1/c 中 解析 , 且 
Pih) = > (—1)? =£ а 10 СА| < 1/с, i€ Е) (6.7.29) 
p=0 
定理 6.7.7， 设 GCE, 则 

Е( +0) =0 (ЕС) (6.7.30) 

即 
ФО) =1 (220, i€ G) (6.7.31) 


的 充 要 条 件 是 对 某 一 2 > 0, 规格 方程 
x; = У) рце x+ Q — ed) G€ E) (6.7.32) 


ЕЕ 
的 某 一 G- 伴 随 马 氏 链 的 添加 状态 是 常 返 的 。 
证 ， 由 定理 6.7.3 和 定理 6.6.3 立 得 我 们 的 定理 。 
56.8. 导出 马 氏 链 和 原子 几乎 闭 集 的 判别 准则 


本 节 从 一 个 已 给 的 马 氏 链 出 发 在 不 变 集 上 构造 一 个 新 的 马 氏 
链 ( 叫 做 导出 链 ), 这 样 一 来 ,凡是 关于 马 氏 链 的 结果 都 可 移植 到 不 
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变 集 上 .进而 ,作为 例子 ,把 [I, Ú, 定理 17.5 的 推论 ] 的 结果 加 以 
移植 , 得 到 了 原子 几乎 闭 集 的 判别 准则 . 最 后 给 出 这 个 准则 在 自 


由 徘徊 上 的 应 用 . 
设 4 为 马 氏 链 和 的 一 个 不 变 集 , 且 
P(A) > 0 (6.8.1) 
AEREE 


AEF {пб + 1), ANE + 122 m) = 0,À (6.8.2) 
其 中 On ж Е. B. Динкин £ [6] 中 定义 的 推移 算 子 。 

Ж8681. Å = (rlo), n< + 1, вед} 是 概率 空间 
(QA, FA, P(-|A)) 上 的 齐 次 可 列 马 氏 链 ,其 状态 空间 为 


Ê = G: PCA) = 0) (6.8.3) 
其 转移 概率 为 
Pi = G, je) (6.8.4) 
这 里 
Р) = PC |x, = š) (6.8.5) 
若 X 是 不 断 的 , 则 © 也 是 不 断 的 . 


1. т, l, k JERK, ji > jim > ** > (m > р) ЖЕ 
ERG imito ims jes ed Е ВЫХ 
Pan = ins je dey Sjem, T Ijem ° Ху => A) = 0 (6.8.6) 
于 是 由 (6.8.2), GREAR 
(х„ = im) = (Z + 1 > m, х, = in) (6.8.7) 
得 
Planik == inmtkl| im ims Sie = bjos Sjem, T len l ORR 
= ip A) 一 Рик = їх 一 ims Sje 一 tics Zien 
esx Sip Á, É + 122 m) = Ра 
= into A, G + т [хи = insti =, 


= ipot totp = i) ИРА, 5 + 1> ти = in Zi, 


je 一 4? 


tiem? 


= ПЕ O iD] = [Pent 


#jes е Нем 


> Imt 0,A|=, = iws Zie T ties Siem, T tiem’ Ti 
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= і, ИРА ох, = ijs a S Е 

= i )] = [P(z, = impp Ål to = in) ]/LPCA | xo = im)] 

= P(x, = imi gl ro = im A) (6.8.8) 
对 i, Є, 有 


Pi = Pa = jla = i, A) = АО 


РСЛ|хо = i) 
=: Р(х, = ПЕЛ lars iDPCA | xo =i, x, = j) 
РКА) 
= p; POOLAL х, aei i xa = j) 
Н РКА) 
=, Рю = j) — , РКА) 
U POA — P РКА) Ces, 
对 ie E\Ê, 有 . 
Рх, = ПА) = P(A,xn = i) — P(6,,A, х, = i) 
P(A) PCA) 
= Р(х, = i)PCOnA| хи = i) — Р(х» = ЮРА =i) 
P(A) PCA) 
= Р(х, = i), = 
АР P,(A) = 0 (6.8.10) 
?Co < +оо) 
Р < +cc| A) < A (6.8.11) 


Н (6.8.8 )—(6.8.11) 立 得 我 们 的 定理 . 
定义 6.8.1。 驴 册 做 马 氏 链 X 的 在 A 上 的 导出 马 氏 链 . 
定理 6.8.2， 设 C 是 不 断 马 氏 链 X ЛИЖ, Н. 
S(C)= A (6.8.12) 
则 C 是 X 的 原子 几乎 闭 集 (完全 非 原子 几乎 闭 集 )? 的 充 要 条 件 是 去 
是 X 的 在 A 上 的 导出 马 氏 链 £ 的 原子 几乎 闭 集 (完全 非 原子 几乎 
МЕ). 关于 记号 Z(O 的 意义 见 [1, 1, $ 17]. 
首先 证 明 几 个 引 理 . 
引 理 6.8.1. 令 
A= G: P(A)> a) (6.8.13) 
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其 中 0 二 a < 1 是 个 常数 ， 试 证 CAA 是 xX 的 一 个 不 可 回 集 ， 从 
而 ，C 是 X 的 原子 几乎 闭 集 ( 完 全 非 原 子 几乎 闭 集 ) 的 充 要 条 件 是 
4 是 它 的 原子 几乎 闭 集 (完全 非 原 子 几乎 闭 集 )。 
ЗЕ. 由 [1,1， 定 理 17.1 的 推论 ] 知 
(А) = A (6.8.14) 
Ен (6.8.12) п (6.8.14) 立 得 本 引 理 . 
引 理 6.8.2. 4 的 任 一 子 集 A 是 X 的 几乎 闭 集 的 充 机 条件 是 
A А ПЛЕН. 从 而 知 ，4 是 X 的 原子 几乎 闭 集 ( 完 全 非 原 
子 几 乎 闭 集 ) 的 充 要 条 件 是 4 是 入 的 原子 几乎 闭 集 (完全 非 原子 几 
FAR). 
证 ， 由 AS A E (6.8.14) 知 
РОСА) ПА) < PX(%(4)ñn А) = 0 (6.8.15) 
P(%(4°)D À) < ( (Añ A) = 0 (6.8.16) 
其 中 4 一 0\4, 于 是 


RFMD = END 
RZAD -AZANI _ РС) (6.8.17) 
P(A) P(A) 
及 
(LKA 
PCL CAIA) = 2 22 (6.8.18) 
从 而 
P( #( A°)) = P( %( A°)) (6.8.19) 
和 
P(SZ(4°)) > 0 (6.8.20) 
同时 成 立 的 充 要 条 件 是 
PCZ CANDIA) = PCL CAJA) (6.8.21) 
# 
P(SZ(4°)) > 0 (6.8.22) 


同时 成 立 。 于 是 引 理 得 证 . 
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5138 6.8.3. $ 


В = G. 0 < P,(A) < a) (6.8.23) 

则 
АПВ = 9, AUB = É (6.8.24) 
P(%(B)|A)= 0 (6.8.25) 


从 而 知 ， 4 是 入 的 原子 几乎 闭 集 ( 完 全 非 原子 几乎 闭 集 ) 的 充 要 条 
件 是 去 是 它 的 原子 几乎 闭 集 ( 完 全 非 原 子 几 乎 闭 集 )， 
证 ， 由 (6.8.13), (6.8.23) 和 去 的 定义 立 得 (6.8.24)， 由 
(6.8.14) 和 (6.8.24) 得 
P(S(B)|A) = P(x,€ B ERK |А) 
= Plr, k A ЕК |А) = 0 (6.8.26) 
于 是 引 理 得 证 . 
定理 的 证 明 。 综合 以 上 三 个 引 理 立 得 我 们 的 定理 . 
定理 6.8.3， EE 的 几乎 闭 集 4 是 原子 几乎 闭 集 的 充 要 条 件 是 
方程 
= 5, BCS (AD) ; 
zi 一 5 BGA x; G€ É) (6.8.27) 
没有 非常 数 的 有 界 解 . 其 中 
Ё = (i; P,(SZ( A) > 0)) (6.8.28) 
证 ， 由 定理 6.8.1, E 6.8.2 和 [1, 1， 定 理 17.5 的 推论 ] 立 
得 我 们 的 定理 . 
设 马 氏 链 X 的 状态 空间 5 为 一 切 整数 所 构成 的 集 ，、 转 移 概率 
а: 1 三 :一 1 
Ра = b, j=i+1 (6.8.29) 
0 у= >11 
而 
a;>0, 20, aa +b = 1 (ЕЕ) (6.8.30) 
这 种 马 氏 链 又 称 为 自由 徘徊 . 
A 


ka a 如 4 一 1 


Cm (6.8.31) 


好 一 一 加 (| + b- Pini 62°. tisi), д; = 1 


а алау: a; 
х = — bo, хә == 0, zi = a 
а ПОРАИ (6.8.32) 
"=a Eok aat), зді 1 
b, Б.Б ; 
ri = lim z; r= lim x; 
р i+ 


[11， 定 理 5.1] 给 出 了 五 的 Blackweel 分 解 . 我 们 现在 利用 定理 
6.8.3 所 提供 的 方法 重新 给 出 这 一 结果 . 

EHE 6.8.4. (А) ro n 至少 有 一 个 无 穷 , 则 瑟 是 原子 几乎 
м. 

(B) 若 ri，r3 均 有 穷 ， 则 EE 可 分 为 两 个 互 不 相交 的 原子 几 平 
НИЕ 4 与 4; 之 和 : 

E= A+ A (6.8.33) 

证 ， 对 于 结论 (A) 的 证 明 我 们 的 方法 与 [11, 定理 5.11 的 证 
明 一 样 , 故 从 略 . 往 证 结论 (B). 为 此 ,首先 证 明 

5138 6.8.4. 5 

s>0 C=1,2,.…), Ў < +оо 


i= 


=> x (i=1,2,.…:) (6.8.34) 
k=: 
则 
У = +о (6.8.35) 
i=1 55,41 


== +o (6.8.36) 


УУ) ga З Р (6.8.37) 
pre се 
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所 以 (6.8.36) 成 立 ， 引 理 得 证 . 
现在 转向 结论 (В) 的 证 明 . Aron 均 有 穷 , 由 [11, 5519, 
这 时 д, 是 几乎 闭 集 , 且 
ВСА) = 2— G€ Е) (6.8.38) 


ЕН (6.8.38) 和 定理 6.8.3 ЯВА A, 是 原子 几乎 闭 集 , 只 需 证 明 方 
в : 


u; = a; р, OEH u G€ Е) (6.8.39) 
fpj М х; 


没有 非常 数 的 有 界 解 。 由 (6.8.39) 得 
= ата — zim) Nl 
b (r; = zi) 人 a) 


= (r, — «С xo) таоца т 


bibat bi С — х.) — +) 


шін Us 


х Cu — wm) G>0 PAN 
A (= xi)(r; — xa) 20 
Са а e — xi) ко) 


РЫУ а ! ) 


#21 bb: “br Cra 5 tga (га т: z) 


X (u — u) G > 0) (6.8.41) 
ЕН r; < + оо 及 引 理 6.8.4 Я 
ао а, < ad: ak 1 
(r, — xi) ri — х) 5 2 bib2 "вк Cra хен) — xk) 
= 十 co (6.8.42) 


ЗРЯ u Gi € Е) (6.8.39) 的 有 界 解 , 由 (6.8.41) 得 w 一 ш = 0, 
从 而 и; = 常数 ， 于 是 知 A 是 原子 几乎 闭 集 。 同 理 可 证 , 4, 是 原 
子 几 乎 闲 集 . 
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第 七 章 Martin 流出 边界 理论 


$7.1. 5] = 


马 氏 链 的 Martin 流出 边界 理论 为 Ооо! 所 首创 ,为 Hunt! 
所 发 展 。 继 他 们 之 后 有 一 系列 工作 出 现 , 但 在 这 些 工作 中 都 在 马 
氏 链 上 加 了 一 定 的 限制 ,如 在 [13] 中 假定 所 研究 的 马 氏 链 的 一 切 
状态 都 是 非常 返 的 ,在 [14] 中 则 假定 至 少 有 一 个 状态 可 到 达 其 他 
一 切 状态 。 因 此 , 他们 并 未 对 一 般 马 氏 链 建立 起 Martin 流出 边界 
理论 ,而 且 对 流出 边界 理论 中 所 涉及 的 几 个 课题 的 研究 尚 欠 深 入 . 
如 ,都 是 只 给 出 原子 流出 点 和 非 原 子 流出 点 的 定义 ,而 未 给 出 它们 
的 行 之 有 效 的 判别 准则 ， 本章 的 目的 是 : 

G) 建立 一 般 马 氏 链 的 Martin 流出 边界 理论 . 

Gi) 给 出 过 份 函数 , 势 函数 , 最 小 过 份 函数 ,最 小 势 函数 ,最 小 
调和 函数 ,原子 流出 点 , 非 原子 流出 点 , 原子 流出 空间 的 存在 以 及 
非 原子 流出 空间 的 存在 的 判别 准则 ， 

Gi) 给 出 原子 几乎 闭 集 , 完全 非 原 子 几乎 闭 集 及 状态 空间 的 
Blackweel 分 解 的 判别 准则 . 

Hunt 的 论文 [13] 无 疑 是 马尔 可 夫 过 程 的 边界 理论 中 少数 经 
典 著 作 之 一 。 但 相当 难 读 . МИ, Дынкин 在 [15] 中 对 Hunt 的 
工作 进行 了 整理 ,论证 清楚 严谨 .因此 在 本 章 中 凡是 与 [15] 的 相 
应 之 处 的 论证 十 分 类 似 的 地 方 都 有 意 写 得 十 分 简约 ， 以 免 文 字 元 
K; 


$7.2. 马 氏 链 的 分 解 


设 Х(о) = {х,(о), 0 < n < (0) +1, o € 9} 是 定义 在 
概率 空间 ( О, Я ,Р) 上 的 马 氏 链 , Е = (0,1,2,--.) 为 其 状态 
空间 , P = (ру, i, j € E) 为 其 转移 概率 矩阵 。 周 知 , 巨 能 分 解 成 
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如 下 形式 ; 
= EU U Е, (7.2.1) 


其 中 .er 为 空 集 、 有 限 集 或 可 列 集 , Н 06.0. EE, 为 一 切 非常 返 
状态 构成 的 集 ， 因 此 可 以 是 空 的 。 Ea € ,ef ) 为 不 可 约 的 常 返 
ж. 于 是 
Е. E, =Q (а%а',а,а'є{0} 0.6) (7.2.2) 
令 
E“ = Ú Е, (7.2.3) 


Вр FE“ 是 一 切 常 返 状 态 构成 的 集 。 
ЖХ 1.21. # E“ = Q, WJ X(o) 称 为 瞬时 链 ， 若 对 一 切 
wE Q, FEN > 0, 使 得 
х,(0) Є E“, N< n < (0) + 1 (7.2.4) 
则 称 X(wo) 为 拟 常 返 链 ， E BY 还 是 一 个 不 可 约 集 , WER X(w) 
为 拟 不 可 约 常 返 链 . 
引 理 7.2.1. 若 4 为 不 变 集 , 则 
Pi(4) > 21 pip (A) GEE) (7.2.5) 
证 。 
P,(A) > У) Pn = j, 500) + 1 > 1, A) 


a bI Р(х, = 1,0.4) = У} Р, Сх, = j)P,(@,A|x, = j) 
i€E 


= >; Pp(A) (7.2.6) 
jE 
& 
Ло = (о: х,Е Eo, Л, 0<п < (0) +1) (7.2.7) 
A, = (о: f N > 0, 34 N < n < (о) + 1 Bf 
有 xs€ Е.) (a€ A) (7.2.8) 
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5138 7.2.2. 对 于 任意 固定 的 a E€ .ey ,hs IRER, B. РСА.) 
GEE) 如 下 唯一 决定 : 
РКА.) =1 СЕЕ,) (7.2.9) 
РКА.) = 0 G€ EZNE,) (7.2.10) 
以 及 РКА.) G é E) 是 拟 规格 方程 
s= > Pixi + > р GEE) (7.2.11) 


ЗЕЕ 
的 最 小 非 负 解 . 
证 ,hs 显然 是 不 变 集 ，(7.2.9) 和 《7.2.10) 是 平凡 的 . 
令 
КР = P.(x,& E,, 0 <> < n, x € E.) GEE) (7.212) 
BLA 


ўа, аы 各 Pi Ge Eo) 
(7.2.13) 
о = > paf, (n > 1) 
Ke EÉ, 
РКА.) = > IA G; € Е,) (7.2.14) 


由 (7.2.13)(7.2.14) 以 及 系 3.2.3 立 得 , РСА.) G € Eo) 是 (7.2.11) 
的 最 小 非 负 解 ， 于 是 引 理 得 证 . 
引 理 7.2.3. 4o 为 不 变 集 , 且 


1 一 РА.) (СЕ E) 
> (7.2.15) 


0 GEE“) 

证 。 本 引 理 显 见 成 立 , 故 证 明 从 略 . 

定理 7.2.1.〈 马 氏 链 的 分 解 定理 ) 

G) AA; = 9 (ажа, a.€ {0} 0.) (7.2.16) 
KA |] 4.) =0 (7.2.17) 


a EU 


Gi) # PCA) > 0, W 


Pi(4o) = 


Хо) = {х,(0), 0 < n< (0) + 1, we Л} 
是 概率 空间 (ОЛ, Я A, PCIA) 上 的 瞬时 链 , 状 态 空间 


Eğ = (1: РКАо) > 0)C E, (7.2.18) 
其 转移 概率 
р = РСА) i ;€ E+ 
P, = pi; РСА) G, j€ EF) (7.2.19) 


Gi) #. ж Q, ae м, М 
Ха = {х,(0), 0 < n < (0) +1, wE A} 
是 概率 空间 СОЛ,, F Aa PC: |A,)) 上 的 拟 不 可 约 常 返 链 ,其 状 


态 空间 
Е} = (1: РКА.) > 0) 2 Е, (7.2.20) 
So = p РА) ç; jE Ez 
и = Pi РКА) G, jE EZ) (7.2.21) 


ЗЕ. 由 Alae {0} 0.9) 是 不 变 集 及 定理 6.8.1 易 完 成 本 定 
理 的 证 明 . 
57.3. 关于 过 份 函 数 的 终极 性 杰 


ЕХ 1.31. 非 负 函 数 ( 允 许 取 值 十 oo ) у, (7 E) ШШК F P 
的 过 份 函数 (或 简称 为 过 份 函数 ), 如 果 


方志 D, pili G € E) (7.3.1) 
叫做 调和 函数 ,如 果 《〈7.3.1) 中 的 等 号 恒 成 立 ， 
令 
0. = (w: Glo) = +оо) (7.3.2) 


Вр Q. 是 一 切 非 中 断 的 样本 . 
定理 7.3.1。 设 jie E) 是 过 份 函数 , WR |, < 十 c2， 那 未 
在 Qo 上 P- 几 乎 存在 有 限 的 极限 
lim fanto) (7.3.3) 
ШЖ f. = +оо, ВЖЕ Qo 上 P- 几 乎 仅 有 两 种 可 能 : 或 者 对 一 
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Я тж | ко 一 +00, RA f... 趋 于 有 限 的 极限 . 

证 。 虽 然 在 [15] 中 研究 的 是 瞬时 链 ,但 是 [15,§5] 中 的 论证 
却 带 有 普遍 的 意义 。 因 此 , 逐 字 重复 该 节 的 叙述 ,就 得 到 我 们 的 定 
m. 


$ 7.4. Green 函数 和 Martin # 


令 
P = Р(х, j, 0 < x < n, x, = j) (7.4.1) 
fh = PETE n > 0, AË x, = j) (7.4.2) 
Е* = (fh, i, i€ E) (7.4.3) 
显然 有 
№- > fp (7.4.4) 
定理 7.4.1. 对 于 固定 的 j, 5G Е) 如 下 唯一 决定 : 
G) f##=1 
7.4.5 
Gi) AGS p 是 拟 规格 方程 (7:43 
х= У) pan ра G 0) (7.4.6) 
kaj 
的 最 小 非 负 解 . 


证 。 由 (7.4.1) 知 , f = 1, f = 000 2 1) 于 是 ,由 (7.4.4) 
立 得 (7.4.5); 由 《7.4.1) 知 


К =0 G> j) (7.4.7) 
于 是 ,由 (7.4.4) 得 
= 21 P G > D (7.4.8) 
由 马 氏 性 和 (7.4.1) 得 
К) = р. G >< j) 
79 = У) ры G> l,i>x D (7.4.9) 
kx; 


于 是 ,由 (7.4.8) #1 (7.4.9) 以 及 定理 3.2.3, 立 得 (ii)， 定 理 证 毕 . 
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ЖЯ 74.2. 对 于 固定 的 j, 3G € E) 是 过 份 函数 。 
Е. Hi 
0</fs<1 СЕЕ) (7.4.10) 
及 定理 7.4.1. 知 


У! pas < p I <= f 
КЕЕ ЖЕЕ 
2) раї = У) palh + path (74.11) 
REE k=; 
= У) ра + ра 1) G> 
кА; 


于 是 Се E) 是 过 份 函数 ， 
EE 7.4.3. 15320 (ЕЕ), & 


[* 
f= p (7.4.12) 


则 F*f 是 过 份 函数 ， 
证 ,注意 定理 7.4.2 和 


fêr 
Fo 一 А 四 (7.4.13) 
ЕЕ Š 


立 得 我 们 的 定理 。 

EX 741. MCG, j€ E) 叫做 关于 P 的 Green 函数 ,或 简称 
为 Green ЩЖ. 

定理 7.4.4， рр РПЛ, ES 


gi— Dp G, je E) (7.4.14) 
则 
gá = ви (i,i€ E) (7.4.15) 
车 i 为 非常 返 状态 , 则 
gi = Иен < +оо (і, јЄ E) (7.4.16) 
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这 里 约定 0， oo = 0. 
ЗЕ. 由 [1, 1, 定理 5.2] 立 得 我 们 的 定理 . 
定义 742. 满足 下 列 条 件 的 互 上 的 测度 7 叫做 关于 P HY ER 


准 测度 : 
G) 7 为 有 限 的 , 即 
У Ti < +o (7.4.17) 
Gi) 
т 一 > 71020 (GEE) (7.4.18) 


关于 P 的 标准 测度 下 面 简 称 为 标准 测度 . 
定理 7.4.5。 标准 测度 总 存在 ， 若 7 为 标准 测度 , 则 
0<n, < +оо (ЕЕ) (7.4.19) 
ЗЕ. Ату; = 27910016 Е) 就 是 一 个 标准 测度 ,所 以 标准 测度 
总 存在 ; 若 7 为 标准 测度 , 则 


0<x = >) ri Уи < +оо GEE) (7.420) 
i€E i eE 
于 是 (7.4.19) 成 立 ， 定 理 证 毕 . 


下 面 总 认为 Y 表 示 一 标准 测度 ， 我 们 说 一 个 非 负 函 数 fG € 
E) 是 7 可 积 的 ,如 果 


У) лу i 一 十 co 
ТЕЕ 
定义 7.4.3. 
KG, ў) = Í G.je E) (7.4.21) 
п; 


ШЭ P BJ Martin 核 , 或 简称 为 Martin 该 。 


875. h-% 
УХ 1.51. 定义 在 E X Е БК а; (1, je E) ШШЕ Е 
的 转移 函数 ,如 果 


a 20 G, j€ E) 
У) а<1 GEE) 


i ЕЕ 


(7.5.1) 
(7.5.2) 


# agli, je Е) 是 已 上 的 转移 函数 , 则 4 = (а, 1, jE ЕЛИ E 


上 的 转移 矩阵. 


按 定义 , 马 氏 链 的 转移 概率 pG, jE E) 是 互 上 的 转移 函数 ， 


MP = (ру, ji € E) ЖЕ ЕЕ. 


ак E) 是 一 个 у- 10310300, ЯЕ: 这 时 有 0 <h 


< +coG; € Е), 令 


由 于 
Ph = Pi T >0 (i, je Е?) 


ВТ Р? = (ph, i, jE E) 是 Es 上 的 一 个 转移 矩阵 . 
引 理 7.5.1。 若 G e Е) 是 一 个 过 份 函数 , 则 
ра = 0 (ЄЕ", ke Е?) 
ЗЕ, 设 iEE*, КЄ Е", W 
0= 2; 2 > Piihi 2 pixhk 


j ЄЕ 


FEH h> 0 РА = 0. 引 理 证 毕 . 


(7.5.3) 


(7.5.4) 
(7.5.5) 


(7.5.6) 


(7.5.7) 


(7.5.8) 


(7.5.9) 


5138 7.5.2. GG РЗ, ДНЕВЕ 6 Е», 


СЄ E) 如 下 唯一 决定 : 
1 
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(7.5.10) 


f5=0 GEE’) (7.5.11) 
而 f G e EGD 是 拟 规格 方程 
к= > piaxt + pi СЄ ЕМ) (7.5.12) 


的 最 小 非 负 解 . 

证 。 由 定理 7.4.1., 引 理 7.5.1. 以 及 系 3.4.1 立 得 我 们 的 引 理 . 

定理 7.5.1， 设 X*(w) = (Go) 是 以 P 为 转移 概率 矩阵 
的 马 氏 链 , 令 

ri = P (FFE n > 0, f xš = j| xt = i) G, je E?) (7.5.13) 
则 


J = f £ (i, j€ Ет) (7.5.14) 
证 。 在 证 明 过 程 中 总 认为 i, jt Е*. НЕ 
p = 1 = fh = f} 
所 以 只 需 对 ; s< j 的 情况 进行 证 明 . 由 定理 7.4.1 R G E EN 
GUD 是 拟 规格 方程 
= > мар GEEN 0519) 


ke EA 
的 最 小 非 负 解 、 于 是 ,由 定理 3.3.3. АП, J G e ENGH 是 拟 规 
格 方程 


У paret ph СЄ ЕМ) (0.516) 


ке ЕК 
的 最 小 非 负 解 。 从 而 :由 引 理 7.5.2 ЖЖ 3.3.3 立 得 
kft = ВА, Ge ЕЎ) (7.5.17) 
Bp 
m= ев) (7.5.18) 
于 是 定理 得 证 . 


жт ЖЫ 


У) ики, = У) ir КР = У) ука, D 
í € F 


ЕЕ’ №; í ЕЕ! 
= У) = 1 У) yh = rt 
c п nj СЕР j FCE 
= т 一 1 (Є Е?) (7.5.26) 
于 是 定理 得 证 . 
引 理 7.5.3. 
>И G, j, КЄ E) (7.5.27) 


证 。 这 个 结果 属于 Дынкин [15, AÑ (13)]. 
引 理 7.5.4. 
G) 对 于 固定 的 i€EE Rae, H 


fb = const (jE Ea) (7.5.28) 
Gi) 

fa =1 G, jE Е,) (7.5.29) 

J =0 (że BE,, јЄЕ,) (7.5.30) 


证 , 由 诸 BE。(ae ,ez ) 为 互 不 相交 的 不 可 约 的 党 返 类 立 得 
(7.5.29) #1 (7.5.30). 1%}, Ke Ea, H (7.5.29) 和 引 理 7.5.3. 得 


17 > fh ft = fh (7.5.31) 

同 理 
fh > f (7.5.32) 

从 而 
f = А (7.5.33) 


所 以 《7.5.28) 成 立 。 引 理 证 毕 . 
定理 7.5.4.。 对 于 任意 固定 的 i€ E: 有 
ку, i) < 1 G € Et) (7.5.34) 
hini 
证 。 
由 引 理 7.5.3. 得 
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REE 
1 РА 1 1 
< Е = = Ci, jE EŻ) 
hi PA fi > yf би 
КЕЕ 
于 是 定理 得 证 . 
定理 7.5.5. © 
Ef = Е.П E* 
则 


G) 对 于 任意 固定 的 ie Er, ає. 有 
Ks(i, j) 一 const (j€ E$) 
如 Е; > Q. 
Ci) 对 于 任 一 a。€ .wf 有 
К»(1, 1) = cons (i,j€ Eb) 
K'G,j)= 0 Ge Ef, jé Et) 
如 Ei > Q. 
证 。 由 定理 7.5.3. 和 引 理 7.5.4. 立 得 我 们 的 定理 。 
8138 7.5.5. 若 AGEE) 是 过 分 函数 , 则 
КЕ) = 0 (iEE4，16 E?) 
Е. СЕ Et, je E*. 由 


hi > У) pah 

REE 

易 得 
h> УГРА (n=1,2,:::) 
REE 
НЕЕ», je E* 得 

pp = 0 
即 

£ j; 
从 而 

f = 0 


‚ 9). 


(7.5.35) 


(7.5.36) 


(7.5.37) 


(7.5.38) 
(7.5.39) 


(7.5.40) 


(7.5.41) 


(7.5.42) 


(7.5.43) 


(7.5.44) 


(7.5.45) 


于 是 由 (7.4.21) 719 (7.5.40). 引 理 证 毕 . 


$7.6. 关于 Martin 核 的 一 个 极限 定理 


定理 7.6.1。 对 于 任 一 有 限 的 测度 z, E O, E 已 -几乎 存在 
有 限 的 极限 
lm У) KG, я (7.6.1) 


特别 ,对 于 任 一 ¿€ ,在 9, E P,- 几 乎 存在 有 限 的 极限 
limK(i, х„)и; (7.6.2) 

ЗЕ, 9513 7.2.1, 518 7.2.2, S[EB 7.2.3 以 及 定理 7.2.1 知 ， 
对 于 任 一 ae {0} U. ， 概 率 空 间 (0Л,, F Л.» РС.|4.)) 上 的 
DRH Хе = {х,(0),0 < n < Elw) + 1, o € A.) 是 P(A,)- 链 , 

今 分 下 列 几 步 完成 定理 的 证 明 : 

(1) ЈЕ, 则 由 A 之 定义 和 引 理 7.5.5 知 ,在 (Ah, 站 9. АА, 
上 有 


KG, х,(0)) = 0 (n>0) | (7.6.3) 
其 中 
A, C AN 9. (7.6.4) 
Ра (Д) = 0 (7.6.5) 
FEE MN 2NA 上 有 
lim DKC, ralo) Ju = 0 (7.6.6) 
ЕЕ} 


(2) išie Ez, a€. 则 由 hs 之 定义 知 


f=1 (i€ Et, јЄ Е.) (7.6.7) 
于 是 
PFA); гу = 1 ; PA 
К" (т, Г) > ва Cie Eż, je E,) (7.6.8) 
kes 
设 o € Aa ЕНА, Z 2E X 81, EFEN > 0, 14 n > N BJ 
xn(w) € Е, (7.6.9) 
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从 而 :由 (7.6.8) 81, Ч n Z МЕ 


KG, zx()y=—— 1  G€ED (7.610) 
Ў? укРаСА.) 
АЕЕХ 
所 以 在 (An 2-) 上 有 


n> 


lim D KAC, х,(ш РКА.) и, 
Eg 


У) РСА) 


aeta S 
>; TPCA) 
АЕЕХ 
(3) iic ЕЁ, а=0. 由 定理 7.2.1 知 , P(4.)- 链 是 瞬时 链 . 
显然 ， 当 链 是 瞬时 链 时 ， 我 们 所 定义 的 Martin 核 与 Дынкин 在 
[15] 中 定义 的 Marin 核 一 样 , 因 此 根据 [15, 定理 3], Æ (Л.П 
0..)\д, 上 存在 有 限 的 极限 


十 co (7.6.11) 


lim У) KP'A9(;, x wm) )P;: CA) ш (7.6.12) 
kko ieEt 
这 里 
A, C AN Qo (7.6.13) 
PaA) = 0 (7.6.14) 


(4) 由 定理 7.5.3 NI, 在 4。 上 Pyro- 几乎 有 
У) KG, z) = У) EC p (A 


ie FZ ie Ef РКА.) 
一 KG, z. )P,CA.) (ав {0} 0.9) (7.6.15) 
it 
б) 若 
A CA, (7.6.16) 
P ea (A) = 0 (7.6.17) 


则 
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P(A)= > УРСА) = > УУ y P.( A.A) 


= > y P (A,A) = > УРСА РКА A) 


ie EZ ТЕХ 
= У) yop (A|A,) = Рукар(А) =0 (7.6.18) 
iee? 


由 (1) 一 (5) 和 定理 7.2.1, 立 得 我 们 的 定理 . 


$ 7.7. Martin 边 界 


令 + cE 
X 若 i€ E (7.71) 
NG 
@ {a # i€ E, aE 
dG, j) = |279 — ano] + > |K*(s, i) 
一 Кез, ј) |92799 Ci, je Е”) (7.7.2) 
引 理 7.7.1.7 
4*(г, т) = dG, i) Ci, jE En) (7.7.3) 


ЗЕ. HH (7.5.23) (7.5.21) Д (7.5.40) 立 得 我 们 的 引 理 ， 
8 $8 7.1.2. 若 存 在 4a,a .oz fE 1,16 Е. ПЕ”, 6 Ev N 
Е”, № 


dCi h) = 4" (1, j) (7.7.4) 
证 。 由 定理 7.5.5 立 得 我 们 的 引 理 . 
引 理 7.7.3. 
G) 4#G,j)20 Ci, jE Е). (7.7.5) 
Gi) 400,87) 0 <> Й isj RE iS j НЕ 
аєа, Е Е.П Е. (7.7.6) 
Gü) р = dCi) CG, je Е»). (7.7.7) 


Gv) PCG, j) + PG, k) > dG, KR) G,pk€ Е"), (7.7.8) 
ЗЕ. H (7.7.1), (7.72) 以 及 定理 7.5.5. 立 得 此 引 理 . 
定理 7.7.1。 4- 链 的 状态 空间 B* 在 引入 由 (7.7.2) 定 义 的 距离 


1) 在 (7.7.2) 中 把 所 有 的 4 去掉 , 便 得 到 dG, D, G, € FE) 的 定义 ， 
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d’ НУ ЕЕ ВЫ Е РА КАБ ЖА Е Кас а) 中 的 
每 个 状态 都 等 局 视 之 ， 而 且 
d*i, 1) 3 Ci, je Е") (7.7.9) 

证 。 由 引 理 7.7.2. 引 理 7.7.3 以 及 定理 7.5.4 立 得 我 们 的 定理 ， 
由 引 理 7.71 知 ,距离 dC, j) MEER 207,0). AE, FER 
们 往往 只 谈论 距离 4. 

容易 证 明 

定理 7.7.2. ЕСО (j) 是 距离 空间 E? 中 的 基本 
ОИ УЕ EREE КИ Я ТАЕР: 

G) Шамсу.) 存在 (有 限 或 十 co) 


Gi) AHE— ¿€ Е", KIG, jn) 是 实数 域 中 的 柯 西 叙 列 。 

由 (7.5.23) 和 (7.5.40) 易 证 

定理 7.7.3。 E* 中 的 无 穷 叙 列 {i,} 是 距离 空间 E? 中 的 基本 
叙 列 的 充 要 条 件 是 它 是 距离 空间 天 中 的 基本 令 列 . 

今 把 距离 空间 E 按 其 距离 d 完备 化 ， 而 得 到 完备 的 距离 空 
间 Е" 《其 中 的 距离 仍 用 4* 表示 ), 于 是 Es 是 Е** 的 稠 子 集 ， 显 
然 ; 若 ЕЁ = Е.П E" № Qlace a), МЕР = Е, ОЕ’ = EN 
EP ВК Martin 边界 D, 其 中 Е* = EN Е", 

itie Et, pe F. 显然 

K’(i, Е) = Шт КА, ja) (7.7.10) 


і, 26 
Еб 


(„+ E КЕНИИ 2 ЗЕНА h(a = 1, 2, ++) 
HJIRRE E) 定义 一 个 4- 过 份 函数 , 且 满 足 
>, YIK’i, s< 1 (7.711) 


НПК X Я, ан ，* ) 在 乘积 空间 Е" x Е** 上 连续 , 且 
KG, s) = т Ка, =) (ie Et, ЕЕ E**) (7.7.12) 


1) 注意 : E? R ƏE* 中 凡 等 同 视 之 的 点 都 简约 为 一 个 点 ,下 面 不 再 随处 声明 . 
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定理 7.7.4， Е” 是 列 紧 完备 距离 空间 ， 也 是 紧 完备 距离 空 
8, В. 
анк, Ea) = |27980 一 NE + > КС, Ë) 
— КЭ, &,) [912739 < 3 (E, £ € E’*) (7.7.13) 
其 中 
NCE) = +оо, ЕЕ Е'\Е (7.7.14) 
从 而 , E** 中 的 无 穷 叙 列 {5,} НОЖ ЕДЕ F JBS 
条 同时 成 立 : 
G) lmN(,) 存在 (有 限 或 +oo); 
Gi) 对 任 一 ЗЕЕ", KG, Е.) 是 实数 域 中 的 柯 西 叙 列 ， 
ЗЕ. 注意 [116， 第 一 章 $ 3 的 定理 2]， 只 需 证 明 Е" ЯЖ] 
紧 性 和 (7.7.13) R. 
由 引 理 7.5.4, 定理 7.5.2,(7.7.2),(7.7.9) 并 注意 а, E) 是 
E E: ЕВА RM1 (7.713). 
由 引 理 7.5.4 ЖИ (7.7.10) 知 , 对 任 一 ze Е", 有 
K'G, £) < +< +оо (Ее Е**) (7.7.15) 


т 


0 (5) 是 ЕН СУУ. АНАЛ ЕС 
0) 使 
lim МС, ) = 十 oo (7.7.16) 

H (7.7.15) 1. К”(0, £,) (и 宇 0) 是 一 个 实 有 界 叙 列 , 故 可 从 中 
选 出 一 个 无 穷 子 叙 列 Eoln > 0) {E K'O, En) (п > 0) 是 一 个 实 
数 域 中 的 柯 西 叙 列 。 同 理 , 可 从 Eoln S 0) 选 出 一 个 无 穷 子 叙 列 
š. > 0), WE KPO, En) (z > 0) 是 一 个 实数 域 中 的 柯 西 般 列 . 
如 此 手续 继续 不 已 ,得 到 可 列 个 如 下 的 无 穷 叙 列 : 

бо о» Pi Eons ER 

В» Šus 7299 би 
ё Šio 7+5 $ 


Фаз баз 777 Sauna 


° 95 ° 


其 中 ЕС 2 0) E Е „(п > 0) 的 无 穷 子 叙 列 , 并 对 任 一 i€ Е", 
K*(i, 5in)《n > 0) 是 实数 域 中 的 柯 西 叙 列 。 于 是 {Е} 中 的 无 穷 子 
BRF Enn > 0) 有 如 下 的 性 质 : (1) lim МСЕ,,) = +00; (2) 对 
任 一 i€ Е", K*Gi,£,,) (п > 0) 是 实数 域 中 的 柯 西 叙 列 . 所 以 ， 
由 EY 的 完备 性 知 Enla > 0) EE ЧСА Й]. ЛАП Е" 
具有 人 列 紧 性 ， 定 理 证 毕 

容易 证 明 

定理 7.7.5， Е” 中 的 无 穷 叙 列 {5.} 是 E** 中 的 基本 氢 列 的 
充 要 条 件 是 它 是 E* ФАА Я. 

由 定理 7.6.1 得 

定理 7.7.6. 对 于 任意 初始 状态 ¿e 和 几乎 一 切 不 断 的 样 
本 ,如 下 的 极限 存在 : 

d-lim x, = to © дЕ (7.7.17) 

其 中 d-lims, 表示 在 由 距离 d ЗІР 09 — 0, 1, 


2, И. 


$7.8. x, 的 分 Ж 


ПЯ соо, 这 时 x; АЈ Е R. Е = оо, 
ВА rr = x<, Н. х6 дЕ 


设 D 为 E 的 有 限 子 集 , 令 
r= sup (n: r,€ D) (7.8.1) 
随机 变量 * 可 取 0,1,…… 以 及 十 co 诸 值 ， 若 对 一 切 靖 0,x,eD, 


则 我 们 认为 + 没有 定义 ， 令 
LCi) = P(t = 0) = P(xo€ D, z,€D, n > 1) (7.8.2) 
了 是 
Lo(i) 二 0， 如 i 为 常 返 状态 . (7.8.3) 
及 


Р(х, = j) = 2 P(T = m, x,, = j) 
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= Хе. = DLC) сва) 


由 (7.4.16),(7.8.3) RI (7.8.4) 得 
0, 若 7 为 常 返 状态 


р 7.8.5 
h(a 一 站 一 iw LD， 省; 为 党 到 所 态 《7837 
从 而 
o, 若 为 常 返 状态 
ал 7.8.6 
под la, воли TO 


由 (7.4.21),(7.8.5) 和 (7.8.6) 得 

P.(x, = j) = KG, P(xr = i) (7.8.7) 
由 以 上 诸 式 并 参考 [15, 10] , 易 证 , 若 了 是 E* 上 的 连续 函数 或 非 
负 Borel 可 测 函 数 , 则 


BK) = | „КО, KECE) (7.8.8) 
其 中 
m (T) = PrE T) (7.8.9) 
这 里 了 是 E* 中 的 Bord №. FA, |= хг, 我 们 得 到 
Px; € T) 一 |, KCi, £)u (dË) (7.8.10) 
其 中 
= 一人 SET (7.8.11) 
Аў 1 eT 
还 容易 证 明 


uli) = neil -5 Pa) GEE) (7.8.12) 
ТЕ 


$7.9. 11 ВО Martin 表达 式 
Ах у-и, Ф 
m GQ) = Р, Gr € Г) (7.9.1) 
其 中 是 ЕН Воі $. 把 公式 《7.8.8) 应 用 于 h-t ДИ 
‚ 97. 


Ea) = 1 | KG, КО Ge E) (792) 


在 公式 (7.9.2) 中 令 / — 1, 我 们 得 到 
k= | EG. юса) Ge B) (7.93) 
(75.3) 叫做 过 份 函 数 到 的 Marin ЗНА, ua ПСВ ВКЛ У, 
把 公式 (7.8.12) 应 用 于 多 链 ,我 们 得 到 
н = mgn (h — J puha) Ce NE) Сэл) 


ЕВ М (7.9.4) 对 jE ENEN E* 也 成 立 , 故 有 
ta G) = nigi (h = > puha) G€ Е) (7.9.5) 


$ 7.10. 流出 空间 
令 . 
Jb = P, (HE n>0, Wx = ј) Gi, jE E) (7.10.1) 
由 J# 1 f# WJ X 5 81 


a [A GSD 
n=] Bos G= D ие 
Е 11,1, $10] Я 
gO — Ђ)=1 GEE) (7.10.3) 
定理 7.10.1。 对 于 任 一 《6 E, 有 
Иксо. ю = 84 (7.10.4) 


其 中 ó, 是 集中 于 万 的 单位 测度 . 
ЗЕ. 由 (7.4.21) 和 (7.10.2) 得 


У) рьк(, 0) = У рь = 1 У рь 
ЗЕЕ s 


ЕЕ ng ПЕ kEE 
= 1-10-01) 0) 
ПА ng - nk 
= ко, k) — = (7.10.5) ` 
т 
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H (0.9.5), (7.10.3) 以 及 (7.10.5) 得 
urek) = Mgr [K 6) = > pek] 


1 = 7% 
= ngu i вы О 1 (9.10.6) 
| 


H (7.5.25) #1 (7.9.1) 
uke, КСЕ) = DI КО, Ю =1 - (7.10.7) 


НН (7.10.6) $% (7.10.7) 立 得 我 们 的 定理 ， 

ЖХ 7.101. $ 

В = (Е; ЕЕДЕ, икс. = 8) (7.10.8) 

ЖИВ ЙН 228], 中 的 点 称 为 流出 点 

仿 [15 , 定理 5] 的 证 明 立 得 

定理 7.10.2.。 流出 空间 8 是 OE 的 一 个 Bord 集 ， 对 于 任 一 
7- 可 积 过 份 函数 4。 有 Z (ƏENB)= 0. W EEB, W KCE) 是 
调和 函数 ， 且 


У) ук, 8) =1 (7.10.9) 
ТЕЕ 
$7.11. 唯一 性 定理 
仿 15, 定理 6] 的 证 明 立 得 
定理 7.11.1。 所 有 -可 积 过 份 函 数 4 能 唯一 地 表示 为 
k= | KOPKE) GEB) Ссл) 


Ниле Borel R ВОВ 上 的 有 限 测 度 ; KZ, WE E,U B 上 的 
有 限 测度 z, 公式 (7.11.1) 定义 一 个 >- 可 积 过 份 函 数 .。 当 且 仅 当 
uC E.) = 0 时 这 个 级 数 是 调和 函数 . 
57.12. 极 小 过 份 函数 
EX 7.121. 非 零 的 过 份 函数 4 叫做 是 极 小 的 ,如 果 由 k = 
h + h 《其 中 h 和 妨 也 是 过 份 函数 ) 能 推出 h = cih, А = сай 
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Сс 和 c: 是 常数 ). 

仿 [15, 定理 7] 的 证 明 立 得 

定理 7.12.1. y- 可 积极 小 过 份 顺 数 的 一 般 形式 为 KCO, E), 
其 中 5€ EoU В, с 是 任意 正常 数 . 


$7.13. 终极 随机 变量 
从 本 节 开 始 ,我 们 把 Р, аР, 在 本 节 我 们 把 概率 空间 2 


中 的 点 w， 与 样本 空间 中 的 点 alo), хо), 555 teala) Gu 
(в) < +0) 8 Cala), хо), (Ш (в) = +оо) 等 同 起 


考虑 定义 在 Q = (о; (о) 21) 上 的 变换 了; 它 把 (i， 
itt tsin) K Go, ipt -) 分 别 变 成 (nmP， eesin) R Cins inte °). 
对 任 一 随机 变量 plo), Ç ў 


А 25 ФС То) о є Q, 
обо) = | ato, (7.13.1) 
€X 7.131. РР e fr 
Í = p (7.13.2) 


UP Ф Е BB BU B. ХР О 的 住 一 可 测 子 集 4, 如果 ra 是 终 
极 随机 变量 , 则 称 4 为 终极 集 . 

显然 ,终极 随机 变量 在 OL- 上 等 于 零 ,因而 终极 集 属 于 0... 

EA, LEF, B РОСЛА ЛЛ) U CANA24:)) = 0, ИЯ A, 
ALA ЧЕ HE Ал, 

EX 7.13.2. 不 可 能 分 成 两 个 正 概 率 终极 集 之 和 的 正 概率 终 


极 集 叫 做 原子 终极 集 . 
显然 ,终极 随机 变量 在 原 于 终极 集 上 等 于 常数 . 
令 D 


(4) = (о: o € Qo, {1 Д9 А п, (8 х,(о)є А) (7.13.3) 


1) ТАЛЛЕБНЕННАНТЕХ, ПОСЕВ [1, L $17], АХ 
们 这 里 的 马 氏 链 允 许 PC2-)<1， 这 与 1 1 中 不 同 。 
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L(A) = (о: w € Q<, БЕМ 2 0, 4 n > N hi, 


Ж х„(о)є 4) (7.13.4) 
EX 7.13.3. 设 了 为 集 忆 的 子 集 ， 若 
P(%(4)) = РСС 42) > 0 (7.13.5) 
则 如 叫做 几乎 团 集 . 若 
P(%(4))= 0 (7.13.6) 
则 4 叫做 不 可 回 集 . 


显然 , 若 4 为 不 可 回 集 ;, 或 几乎 闭 集 , 则 (4) CA), Х 
时 我 们 用 L) 表示 与 ZA), LCA) 等 价 的 任 一 终极 集 . 

定义 7.13.4. 不 能 表示 成 两 个 互 不 相交 几乎 闭 集 之 和 的 几乎 
闭 集 叫做 原子 几乎 闭 集 ; 不 包含 原子 几乎 闭 集 的 几乎 闭 集 归 做 完 
全 非 原子 几乎 闭 集 . 

EX 7.13.5. i$ ëc B, СЕ) > 0, WE Е МИЯ РЕН 
io B WU BEER T iH si. 

XDE F EASE: ; 

定理 7.13.1。 原子 终极 集 A, МУЛИНЕ A RUS ГА 
上 之 间 , 在 如 下 的 条 件 下 建立 了 一 一 对 应 关系 : 

A = (%(A)) = (о: zw) = E) (7.13.7) 

定理 7.13.2.。 每 个 有 界 的 调和 函数 对 应 一 个 非 负 有 界 的 终 

极 随机 变量 p， 使 


h; = Еф (7.13.8) 
BEZIRK. BE 9. 上 几乎 成 立 如 下 的 等 式 : 
lim hrp = plo) (7.13.9) 


$7.14. 位 势 .过 份 函数 的 判别 准则 和 Riesz 分 解 
本 节 的 结果 具有 独立 存在 的 意义 、 设 立 本 节 的 目的 主要 是 为 
下 节 作 准备 ， 
定理 7.14.1。 JERR € E) 叫做 非 负 琐 数 的 位 势 的 充 要 
条 件 是 存在 非 负 函数 nE E), 使 G e Е) 是 第 一 型 园 党 方程 
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= Угри, +, (Є E) (7.14.1) 
ЗЕЕ 

的 最 小 非 负 解 . | 

证 .由 定理 3.8.1 和 位 势 的 定义 立 得 我 们 的 定理 ， 

定理 7.14.1 说 明 , 我 们 的 “最 小 非 负 解 理论 ”不 是 别 的 , 正 是 当 
今 在 马尔 可 夫 过 程 研究 中 最 为 活跃 的 位 势 理论 . 

容易 证 明 | 

EH 7.14.2. h(i e Е) АЈ ЕТЕ ЗЕТА ВА 
Же E), (E G € E) 是 第 一 型 轿 豆 方程 


x= У) pjt G€ E) (7.14.2) 
ТЕЕ " 
的 非 负 解 , 
定义 7.14.2， 设 h(iE E) ЛЖ, > 
vi=h— У) рь (є Е) (7.14.3) 
јЄЕ 


MJ (гє E) 叫做 G e Е) 的 过 份量 ， 

显然 ,过 份 函数 ACG E E) 的 过 份量 oG e€ E) 为 hG EE) M 
一 决定 。 

由 定理 7.14.1 和 定理 7.14.2 易 证 

定理 7.14.3， (Riesz 分 解 ) В AGEE) 是 过 份 函数 ， 则 
h(i € E) 能 唯一 分 解 成 如 下 形式 : 

b, = b, + f, G€ E) (7.14.4) 
其 中 ¿CG oe E) ЖЖ, pG e E) № AGEE) 的 过 份量 
u G € Е), 
$745. 极 小 调和 函数 、 极 小 位 势 和 极 小 过 份 函数 的 判别 准则 

定义 7.15.1。 一 个 极 小 过 份 冰 数 如 果 义 是 调和 函数 《〈 位 势 )， 
则 它 叫 做 极 小 调和 函数 ( 极 小 位 势 ), 

在 [12],113] 以 及 [15] 等 文献 中 都 只 给 出 极 小 调和 函数 的 定 
X, 而 无 给 出 它 的 有 效 的 判别 准则 。 但 这 在 应 用 上 是 不 够 的 。 例 
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如 ,要 从 边界 OE 中 把 流出 空间 了 区 分 出 来 ,就 要 首先 能 对 дЕ 中 
的 任 一 点 上 ， 判 定 КС, Б) 是 否 是 极 小 调和 函数 。 本 节 的 目的 是 
给 出 极 小 调和 项 数 的 判别 准则 .也 顺便 给 出 极 小 位 势 和 极 小 过 份 
函数 的 判别 准则 . 

ЯЛЕ, hG E Е) 是 极 小 过 份 函数 , 则 0 < ),<+ooG € Е), 
所 以 下 面具 考虑 有 限 的 过 份 函数 ， 

定理 7.15.1. 有 限 调和 项 数 GG e E) 是 极 小 的 充 要 条 件 是 
方程 


s= н ix, Ge Е?) (7.15.1) 


不 存在 非常 数 非 负 有 界 解 ,其 中 E’ = G: 6, > 0). 
ЗЕ. С) 必要 性 
设 bC € E) 是 有 限 极 小 调和 函数 . 
车 (7.15.1) 有 非常 数 的 非 负 有 界 解 LPEE) 由 于 bD 
G € Es) 有 界 , 故 不 失 一 般 性 可 设 b< IGE Е’). 令 
b) =1— 20 (Є Е?) (7.15.2) 
于 是 
0<6b <1 (ЕЕ?) (7.15.3) 
ЗЕНА € E*) 也 是 (7.15.1) 的 一 个 非常 数 非 负 有 界 解 ,而 且 由 于 
(7.15.2), LPG € Е?) 和 Е Е’) 不 成 比例 . < 
bP = 60 = 0 (GEE) (7.15.4) 
于 是 由 引 理 7.51 知 
ш — (s= y. bi ро = рро 
Ур 2, bb b; >, Pij F bD = bb 


1ЄЕ 


G € Е?) (7.15.5) 
> 00 = >, Pij bbp = >; Ob; bP = 0 一 b b 
j ER 
G E Е») (7.15.6) 


ЕН (7.15.5) #0 (7.15.6) 知 bb Ge Е) 是 调和 函数 . 同 理 可 证 ， 
ББ 也 是 调和 函数 .显然 有 
bi = bib P + bb G€ E) (7.15.7) 
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而 且 bbPG € ENII bib? 不 成 比例 ,因而 bieE E) 15, pG € Е) 
也 不 成 比例 ， 但 这 与 Се E) 的 极 小 性 矛盾 ， 因 此 (7.15.17 不 
可 能 有 非常 数 非 负 的 有 界 解 . 

С) 充分 性 

设 (7.15.1) 不 存在 非常 数 的 非 负 有 界 解 . 

若 bG € E) 不 是 极 小 的 ,于 是 有 


b = 69 + b@) GEE) (7.15.8) 
В КСЕ E) ERS LGE Е) 成 比例 的 调和 函数 ,于 是 
о<22 <, #2 x ont Ge Е?) (7.15.9) 


注意 b9 = 0 (iE pt) 得 
bw 


a) 2 
>, Pi N: т ро 1 =, 


jeEb b, b, bi съ bi FEE i 


Cie Е») (7.15.10) 
所 以 ,和 — е Ft) A (7.151) 的 非 第 数 的 非 负 有 界 解 。 但 这 与 


Ы FA, bG E F) 必 极 小 . 

至 此 ,定理 获 证 . 

容易 证 明 下 面 三 个 定理 . 、 

27152. HJG e F) 是 极 小 的 充 要 条 件 是 它 的 过 
份量 (把 G € E) 视 为 过 份 函数 ) „Се E) 具有 如 下 性 质 ， 存 在 
h€ Bo， 使 

0<v,<+% } 

о; = 0 Çi > io) 
换言之 ， 当 且 仅 当 非 负 函 数 vi(ie E) 具有 性 质 (7.15.11) 时 它 的 
位 势 才 是 极 小 位 势 . 

定理 7.15.3. 有 限 位 势 OEE) 是 极 小 的 充 要 条 件 是 存在 
常数 c 二 0 及 je FE。, 使 

f = cg; (є Е) (7.15.12) 
281154. 有 限 过 份 函数 h(iée E) 是 极 小 的 充 要 条 件 是 
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(7.15.11) 


下 列 两 条 任 一 成 立 : 
G) 4G é E) 是 极 小 调和 函数 。 
Gi) 4G e€ E) 是 极 小 位 势 . 


$ 7.16， 原 子 流 出 空间 和 非 原子 流出 空间 


定义 7.16.1。 一 切 原 子 流 出 点 所 构成 的 集 记 为 B., 叫做 原子 
流出 空间 ; 一 切 非 原子 流出 点 所 构成 的 集 记 为 Ba MIET 
出 空间 . 
238 7.16.1. iÇ EEB, M) se В, HERRE KG.，s) 有 
м. 
Е. (一) ДЗЕ 
ВЕЛЕНО, 


ш(&) > 0 (7.16.1) 

Hi (7.8.10) 知 
P,Çz; = Е) = K(i, ë) (E) (ЕЕ) (7.16.2) 
KG, p) = РАЮ 31 < фор (ЕЕ) (7163) 


OCS) (ë) 
МКС, DER. 
《二 ) 充分 性 
EEB, Н. KC, E) AR. XIT КС, Е) ЛУНА. 
故 由 定理 7.13.2 知 , 存 在 一 个 非 负 有 界 终极 随机 变量 p. (E 


КС, Е) = Ер G€ E) (7.16.4) 
令 
Л = (о: Co) > 02 (7.16.5) 
Рен ëe В #1 (7.16.4) 知 
РСА) >< 0 (7.16.6) 


显然 4 是 一 个 终极 集 ， 往 证 4 是 一 个 原子 终极 集 ， 种 实 上 , GF 
在 终极 集 A. A (E 
A= ЛОЛ, AñA,= ©, РСА) > 0, РСА) > 0 (7.16.7) 


* 105. 


TÆR% 
ребе) wE; 
eo) = | 0 ФЕД; 
仍 是 有 界 终 极 随 机 变量 .十 是 ,由 定理 《7.13.2) 知 ,对 任 一 j€ (1, 
2) 


G = 1, 2) (7.16.8) 


К = Exp; G€ Е) (7.16.9) 

是 不 恒 为 零 的 有 界 调和 函数 , 且 在 Q. 上 几乎 有 
lim fo 0 (оє ANQ) (7.16.10) 
lm fu) = 0 («Е ANQ) (7.16.11) 


H (7.16.7), (7.16.10) #1 (7.16.11) 1 КСЕ Е) СЕ РЖ 
成 比例 ， 由 С7.16.4), (7.16.6),С7.16.8) DIX (7.16.9) Я 

K(i, Е) = {9+ № (Є Е) (7.16.12) 
于 是 ,由 КСЕ E) Ñi [ЕЕ Е) 不 成 比例 知 KG, $) G € Е) 和 
fPG EE), {2016 Е) 不 成 比例 . 但 这 与 K( , 5) 的 极 小 性 矛盾 . 
故 4 必 为 原子 终极 集 ， 于 是 ,由 在 $ 7.13 中 曾 提 及 的 “终极 随机 变 
量 在 原子 终极 集 上 等 于 常数 "这 一 事实 得 


c ФЕД 
plo) = { Е (7.16.13) 
其 中 ec > 0 为 常数 .由 《7.16.4) #1 (7.16.13) 得 
Ki, Е) = «РКА» (є E) (7.16.14) 


由 4 为 原子 终极 集 和 定理 (7.13.1) 知 ,存在 原子 流出 边界 点 80, 
P,( A) = P,( x; = 5°) = K(i, JCE) (7.16.15) 


H (7.16.14) #1 (7.16.15) 得 
КСЕ, £) = КС, сш (£t) (7.16.16) 
Hi (7.16.16) Ж1 (7.10.9) 得 
КС, Е) = KG, #) G€ E) (7.16.17) 
"РАНЕ = p, Mi E 是 原子 流出 边界 点 。 至 此 ,定理 获 证 . 
定义 7.16.2. 每 个 有 限 极 作 调和 函数 叫做 方程 
х= D, pax GEE) (7.16.18) 


і ЄЕ 
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的 一 个 极 小 解 . 

定理 7.16.2.。 В, 一 © 的 充 要 条 件 是 方程 (7.16.18) 不 存在 有 
界 极 小 解 ; B = © 的 充 要 条 件 是 方程 (7.16.18) 不 存在 >- 可 积 的 
无 界 极 小 解 . 

证 ,由 定理 7.12.1， 定 理 7.16.1 以 及 如 下 的 简单 事实 立 得 我 
们 的 定理 : 对 任 一 标准 测度 r E EARI RERA x- 可 积 . 


$747. 状态 空间 的 Blackweel 分 解 


在 本 节 我 们 假定 
Умаг GEE) (7.171) 


定理 7.17.1。 设 4 为 几乎 闭 集 ， 则 它 是 完全 非 原子 几乎 闭 集 
的 充 要 条 件 是 方程 
不 存在 有 界 极 小 解 . 其 中 Е” = (1; PCC) > 0). 

证 ,由 定理 6.8.2 41, 4 是 完全 非 原 子 几 乎 财 集 的 充 要 条 件 是 
下 是 PCS2(47)- 链 的 完全 非 原子 几乎 闭 集 。 再 把 定理 7.13.1 和 定 
BB 7.16.2 应 用 到 PCZ (A) Y- LIRIE. 

由 定理 6.8.3 和 定理 7.17.2 立 得 状态 空间 的 Blackweel 分 解 
的 判别 准则 ,但 其 陈述 几乎 是 该 二 定理 的 重复 , 故 不 玖 述 ， 
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第 八 章 Martin 流入 边界 理论 


$8.1. 5] š 


为 了 简约 ,下 面 把 马 氏 链 XCo) = (r,Co),n < (0) + 1] В 
其 转移 概率 矩阵 P = (pj; i, j € E) арж, ШР ЕЕ. 
ENX 81.1. ЕХЕ БЕДЕ СЕ Е) Hd 做 (P 的 ) 过 
份 测度 ,如 果 
„> > эр, СЄ Е) (8.1.1) 
ЄЕ 
过 份 测度 ие E) ЧОН, URA- 
J€ E, ш = Ў оры 
. REE 
BD (8.1.1) 是 等 式 ， 过 份 测度 GE E) 叫做 有 限 正 的 ,如 果 
0<0; < +оо (j€E) (8.1.2) 
马 氏 链 的 Martin 流入 边界 理论 与 Martin 流出 边界 理论 一 起 
g о 所 采用 的 方法 实质 上 都 是 借助 于 一 个 有 限 正 
过 份 测 虚 把 所 研究 的 马 氏 链 的 流入 边界 归结 为 男 一 马 氏 链 《叫做 
伴随 链 ? 的 流出 边界 ， 因 此, 关于 Marin 流入 边界 理论 ， 前 人 只 
是 对 请 足 下 列 丙 个 条 件 的 马 氏 链 建 立 起 来 : 
G) 在 企 有 限 正 过 份 测度 a (ie E): 
Gi) 能 对 伴随 链 P = (5,76 E) 建立 流出 边界 ,其 中 
Bi pu G, je Е) (8.1.3) 


我 们 在 第 七 意 中 对 一 般 马 氏 链 建立 了 流出 边界 ， 因 此 条 件 (iD) 已 
为 我 们 所 解除 . 

本 章 的 且 的 是 : 把 条 件 (iD 也 加 以 解除 ,而 对 一 般 马 氏 链 建立 
Martin 流入 边界 理论 . 
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本 章 内 容 可 分 为 两 部 份 。 弟 一 部 份 (58.2 一 $8.3) 是 : (A) 给 
出 条 件 (i 成 立 的 充 要 条 件 , 从 而 可 以 看 出 前 人 建立 的 流入 边界 理 
论 的 适用 范围 ; СВ) 指出 在 一 般 清 次 下 条 件 G) 不 成 立 的 原因 ,从 
而 立刻 看 出 建立 一 般 马 氏 链 的 流入 边界 理论 的 途径 .所 以 这 一 部 
份 是 起 承上启下 的 作用 .第 二 部 份 《$8.4 一 $8.6) 是 建立 一 般 马 氏 
链 的 流 人 边界 理论 ， 


$8.2. 第 一 组 引 理 
EN 821. 符 巨 构成 一 个 不 可 约 常 返 类 , 则 称 己 为 不 可 约 党 


返 链 . 
5138 8.2.1. 若 马 氏 链 忆 为 不 可 约 常 返 链 , 则 存在 有 限 正 过 份 
测度 . 


ЗЕ. 由 11, 1, 定理 9.5 的 系 1 和 定理 9.7] УЗ. 
8138 8.2.2. 若 马 氏 链 尸 是 瞬时 链 、 则 在 在 有 限 正 过 份 测度 


и, = >J 20, (ЕЕ) (8.2.1) 
ТЕЕ 
ШРД І 
0< 2; < +20, р, 21 Gi,j€ E) (8.2.2) 
由 定理 7.4.4 知 
gá = Па» (i, i€ E) (8.2.3) 


H (8.2.1) 和 (8.2.2) 得 
о = У) Dg, >28, >0 (ЕЕ) (8.1.4) 
ТЕЕ 


H (8.2.1), (8.2.2) № (8.2.3) 得 
v= Ур, = (> 2-9} Zij 


iE i 


< (> 0) ву = 83 < +оо (ЕЕ) (8.2.5) 
ЗЕЕ 


由 马 氏 性 得 
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p = 6; 
(8.2.6) 
ру = > Рр (n=0,1,..;i, j€ Е) 


GIP a, = 1, 8, = 0 G; = jD) FEH (8.2.2) ЖЖ 3.2.3 知 ， 对 
任 一 固定 的 G € E), (ga, 16 E) 是 非 负 线性 方程 组 
а; = У) ры +0, (GEE) (8.2.7) 
КЕЕ 


的 最 小 非 负 解 ， 再 由 (8.2.1) 和 定理 3.3.2 A, „(уе Е) 是 非 负 线 
性 方程 组 : 


х= У) apu +270 (je E) (8.2.8) 
REE 
的 最 小 非 负 解 . 从 而 
v> У) wpe GEE) (8.2.9) 
КСЕ 


ЕН (8.2.4), (8.2.5) ÑO (8.2.9) 81, „(уе Е) 是 有 限 正 过 份 测度 . 
于 是 引 理 得 证 
引 理 8.2.3. 设 马 氏 链 己 是 不 可 约 的 常 返 链 ， ЖЕ E) 是 
过 份 测度 ,但 不 是 调和 测度 , 则 
s= +оо (j€ Е) (8.2.10) 
证 。 由 假设 知 ,存在 ac Е RKE a >o, 使 
s 2 0, vj 之 У орь + ба (ЕЕ) (8.2.11) 
REE 


即 z, 是 非 负 线 性 方程 组 
x> Ў) ры + ба (6 Е) (8.2.12) 


КЄЕ 


的 非 负 解 ， 但 由 系 3.3.3 和 引 理 8.2.2 的 证 明 过 程 知 , (ав je E) 
是 非 负 线性 方程 组 


х= У) tpu да GEER) (8.2.13) 
КЕЕ 
КЛАДЕ. РАНЕ 3.3.1 知 
> ау СЄ Е) (8.2.14) 
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但 由 P 为 不 可 约 的 常 返 链 知 
8 = +оо (jE F) (8.2.15) 
于 是 ,由 a > 01 (8.2.14) 3719 (8.2.10) 引 理 证 毕 . 


Ew = G: i€ Eo， 且 存在 jt FNE f i — j) (8.2.16) 


E, = Е\Ею (8.2.17) 
Р, = (р, is jE Е.) (8.2.18) 
ENX 8.2.2. ЖЕ, = Q, WERP AERE. 


显 见 有 
31 8.2.4. Р, = (pi i € E.) ЖЖ. 


5 8.3. 有 限 过 份 测度 的 性 质 
ЖН 83.1. GEE) 是 已 的 有 限 过 份 测度 的 充 要 条 件 是 下 
列 两 条 同时 成 立 : 
G) w=0 G€E,). (8.3.1) 
Gi) 0С E) 是 已 的 有 限 过 份 测度 。 
证 . 显然 只 需 证 明 必要 性 . 
设 GEE) 是 P 的 有 限 过 份 测度 .下面 我 们 只 证 明 G) 成 
AX Gi) Æ O 的 直接 推论 . 
Ж Ew = 9, MG) 平凡 ; 故 设 Eu 关 9. 于 是 在 Ew 中 任 取 
一 元 is WIFE ao€ .or 及 ié E, E 
Pi > 0 (8.3.2) 
由 КЕ Е) 是 过 份 测度 知 
220, > Уј оры доры, G€ E.) (8.3.3) 
kt E, 
车 >= 0, 则 由 (8.3.2) 和 (8.3.3) 知 ,vi(j€ Ea) ЛЕ (рг 1,76 Ea) 
的 过 份 测度 而 非 调和 测度 .于 是 ,由 we .ez 及 引 理 (8.2.3) 知 
„= +оо (Є Е.) (8.3.4) 
但 这 与 ое Е) 的 有 限 性 矛盾 ， 所 以 vi, 关 0 是 不 可 能 的 . 由 
ie Ew 的 任意 性 , 立 得 С). 定理 证 毕 . 


"Ille 


Я 8.3.2. PP 的 有 限 正 过 份 测度 存在 的 充 要 条 件 是 P 是 无 
桥 链 . 
iE, 由 定理 8.3.1 知 ,只 需 证 明 条 件 的 充分 性 . 
设 P 是 无 桥 链 ,于 是 有 
py =O G€ Ea, j€ Е, а, а' Є {0} 0.6, аа’) (8.3.5) 
由 引 理 8.2.1 和 引 理 8.2.2 知 ,对 任 一 se {0} 0.5, 8 vE E.) 
存在 ,使 
0<v; < +оо, > У! mpu GEE) (8.3.6) 


Keke 
由 (8.3.5) 和 (8.3.6) 得 
0<и < +оо, vi У) wpe (ЕЕ) (83.7) 
КЕЕ 


所 以 , oE Е) 是 已 的 一 个 有 限 正 过 份 测 底 ， 定 理 证 毕 . 
EH 8.3.3. ДЕ FEM P J (UN PYM oC € E): 
G) ор = 0 (є Ea) (8.3.8) 
Gi) ое E) 是 Pi 的 有 限 正 过 份 测度 . 
1Е, 由 引 理 8.2.4, 定理 8.3.1 和 定理 8.3.2 立 得 本 定理 


$ 8.4. 第 二 组 引 理 
НЕР 是 无 桥 链 ,所 以 由 定理 8.3.2 知 , P, 的 有 限 正 过 份 测度 
存在 . aE E) 是 已 的 一 个 有 限 正 过 份 测度 。 
< 
= Ир: (1,36 E) (8.4.1) 
а; 
Р = (Ba, je F) ` (8.4.2) 
5138 8.41. vE E) 是 P 的 有 限 过 份 (有 限 调和 ) 测 度 的 充 


要 条 件 是 下 列 两 条 同时 成 立 : 
G) w=0 (jE Eo). (8.4.3) 


Gi) a GE E) 是 总 的 有 艰 过 份 ( 有 限 亩 和 7 函数. 
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ЗЕ. 由 定理 8.3.3. ЖП P 的 定义 立 得 我 们 的 定理 . 
令 


p= ру G, Є E, i i) В 
pg = У) рры O=1,2, zi € Es ij) ` ` 
keE O 
1 G,j€éEo,i= i) 
j= 4 8.4.5 
TIS pp G, Є Fo se D 9 
n=l 
PO = bi (i, jE E,, í > j) Зав 
poto = У) раба = 1,2, i € ЕР ` 
КЕЕ Mp 
1 (4, 3ЈЄЕ,і= 3) 
й а= о 8.4.7 
h Уж G= 1,25 Е, 0) Ср 
n=1 
易 验 证 
(8.4.8) 


J; = з ep G,i€ Ез) 
EX 841. EXE Е, 上 的 非 负 函数 LG < Е) ШОР 
(аР) 是 标准 的 ,如 果 


ое, < +оо G€E) (8.4.9) 
ЕЁ, 
Ура, < + oo (8.4.10) 
ЕЕ, 


538 8.4.2. ХР (о, Р) 标准 的 函数 LCG E E) FE. 
证 .由 定理 7.4.5 ЖД, РР 的 标准 测度 yu e E) 146, 于 是 


0< У) yf < +оо ЕЕ» (8.4.11) 
jeE, 
令 ` 
Li= (ЕЕ) (8.4.12) 
а; 


易 验 证 [СЕ Е,) 是 关于 (а, P) 的 标准 函数 。 引 理 证 毕 . 
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定义 8.4.2， 设 "Ge EE) 是 P 的 一 个 有 限 过 份 测度 ,8;(j Е) 
是 E, ЕКА. # 
У) 28, < +оо (8.4.13) 
则 说 vi € E) 86- 有限. 
5138 8.4.3. уе E) 是 的 一 个 有 限 过 份 测度 ， 则 存在 
XF (a, Р, о 1 L,G € E,) (E v GE E) 工 -有 限 。 
ЗЕ, 由 引 理 8.4.2 Д, ЖР Са, Pi) 的 标准 函数 存在 ， 设 
LPEE) 是 一 个 关于 ж Р) 标准 函数 , 令 
L= P 如 0 
min (279+, L®) 如 oj > 0 
易 验 证 L (i € EEX F Ca, КҮТ" 准 函 数 且 vE E)L- 有 限 . 
5138 8.44. Æ L;GEE) ЖЖТ (а, Р,) 的 标准 函数 ， 则 
eL (j € Е) 是 关于 的 标准 测度 
证 ,注意 (8.4.8) 立 得 我 们 的 引 理 。 


(8.4.14) 


$8.5. 流 人 边界 


设 L.G € E) 为 一 个 关于 《ga，P) 的 标准 函数 .于 是 由 引 理 
8.4.4 Nl, e, L (j € Ei) 是 关于 的 标准 测度 .以 KEC, i), deC, i), 
В», 等 分 别 表示 按 $ 7.7 中 的 方法 定义 了 的 流出 边界 (关于 的 标 
准 测 度 选 为 aLi(ie BED) 时 所 引用 的 KG, j), dCi, j), B 等 符号 . 
令 


Ea = E\ Evo (8.5.1) 
ds(i, j), i, j€ Е, 
áli j) = 40, it Ew, jE Es (8.5.2) 


1, ТЕ Ex, j€ E, R ГЕ E, j€ Ew 
ЕН (8.5.2) 和 $ 7.7 易 证 ， 状 态 空间 E 在 引入 距离 4 后 构成 一 个 距 
离 空 间 . 倘若 把 Eo 中 的 每 个 状态 等 同 视 之 并 把 每 个 常 返 类 
Eac .ef ) 的 每 个 状态 等 同 视 之 ,将 这 个 空间 按 距离 d 完备 化 ， 
得 到 一 个 完备 距离 空间 Ё, ОЁ = Ê\En 叫做 已 的 Martin 流入 边 
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м, BA, ÊD Ez, ОЁ D дЕ, 


58.6. 流 人 空间 和 过 份 测度 的 表达 式 
$ В = Вь, В В ШЕРЮИЛ ЕН. 
令 


Ka E), i€ Es E€ En U Bs 
0 f i€ Em, ЕЕ EnU BF 
定理 861. P 的 任 一 二 -有 限 过 份 测度 vG EE) 可 唯一 地 
表示 成 如 下 形式 
n= | RG DE) Gen) (8.62) 
Зри 0 ЕЕ. 反之 亦 然 ， 这 个 测度 成 为 调和 


的 , 充 要 条 件 是 En) = 0. 
证 。 由 定理 7.11.1;(8.6.1) 以 及 引 理 7.4.1, 立 得 我 们 的 定理 . 


(8.6.1) 


第 四 篇 ” 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 


第 九 章 最 小 QQ 过程 
$9.1. 51 Е 


it Xlo) = {х(1, 0), 1 < olo) 是 定义 在 完备 概率 空间 
C, F ,P) 上 的 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 ， 其 最 小 状态 空间 是 可 列 
ЖЕ = (1,2,.……), 其 转移 概率 矩阵 (pi;(z),t 宇 0,i, jE E) E: 

祭 准 的 , 且 其 8 矩阵 满足 关系 : 
0<q = qu < +0, Ууф; =0 GEE) (9.1.1) 


在 上 述 假定 下 ,不 影响 转移 概率 矩阵 ,我 们 仍 假定 ХСо) 具有 
$1.1 中 提出 的 性 质 (D). 

热 知 ， 以 2 为 密度 矩阵 的 马尔 可 夫 过 程 未 必 一 个 ， 我 们 把 它 
们 泛称 为 2 过程, 把 第 一 次 无 穷 了 以 前 的 那 一 部 分 (xC, о), < 
z(w)} 叫做 最 小 2 过 程 ， 

本 章 的 目的 是 研究 最 小 2 过 程 的 转移 概率 ， 第 一 次 到 达 时 间 
的 分 布 和 和 矩 ,积分 型 泛 函 的 分 布 和 和 矩 以 及 状态 的 分 类 等 问题 . 

我 们 假定 q: >0R 50 Ge E) 只 是 为 了 论证 的 方 
全 ,其 实 对 于 g; 宇 0 Ge DEY q, 三 0 的 一 般 情况 我 们 仍 能 
得 到 相应 的 结果 . 

59.2. 转移 概率 

本 节 的 结果 不 是 新 的 , 但 陈述 的 形式 与 旧 的 不 同 。 为 引用 方 
便 , 下 面 简略 述 及 . 

设 4 为 E 的 非 空子 集 . $ 

р (2) = P(x (z) € A, t < r|x, = i) (9.2.1) 
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ира = pda 120 029) 
定理 92.1。 (ИГО), i E Ey ЖКУ 
z = J Li r (ЕЕ) (9.2.3) 


А a А+ q; 
的 最 小 非 负 解 . 
证 ,由 [1, И, $ 17] 易 完 成 本 定理 的 证 明 . 


$9.3. ЖАХОН 
row) 是 xyo) 的 第 二 次 跳跃 时 刻 , 即 


reo(w) = 0 (9.3.1) 
Tw) = inf (zit > rDo) 
Ct, w) = (Tw), o) (9.3.2) 
令 
tlo) = У- Шато) (9.3.3) 


是 x(.，o) 的 第 一 次 无 穷 . 
引 理 9.3.1. rO 与 xx 在 如 一 56) 之 下 条 件 独立 ,从 而 
对 于 j 六 i,qi 记 0 有 
Р(тО < tlx = i, xü) = j) = Pr ах, = ;) 
_ Y t<0 
1— < 2, t20 
上 述 引 理 的 证 明 见 111, $2]. 
БУ, 多 ,是 多 的 两 个 子 o- 代 数 ，Ae S, PCA) < 0, 
且 元 ,与 多 :关于 A 条 件 独立 , 即 , 若 4e Я, Л, .27,, И 
PCA,A,| А) = XXA,| А)РСА,| А) (9.3.5) 
8138 9.3.2. ЧЕТА X, Y 分 别 关 于 Fo Fa Ар], Ao 
ЛЄ Z, Л, ДЄ Я, РОДА) = 0, 则 
PCX + Y <t, A, АЛАЛ) 
= [Í PO <: а Ml AADAC < u, AlAAA') 
s (9.3.6) 


(9.3.4) 


证 ， 分 下 列 三 步 。 
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G) МИ: A 9 A, F AA 条件 独立 , 即 


PCA, Al А.А) = РСА, | А. А)РСА» АА) (9.3.7) 
KIR 
ras PUAA) _ PUAA, AA)PCAA:) 
АРЕ езду РСА) 
_ PAAL AA) | P(AA;) _ ; 
RS а = Ааа) 
= P(A | А. А)РС А, | А.А) (9.3.8) 
于 是 (9.3.7) Ж. 


(2) 试 证 : Л, 94, ЖЕ AAA; ИУ, BD 
P(AA,1 ДАЛ) = РСА, | А. АЛЗРС А AAA) (9.3.9) 
重复 应 用 (1) 的 结论 两 次 , 即 可 得 (2); 
(3) 试 证 (9.3.6) WI. 
(А) 设 
P(A.A;AAA;) = 0 (9.3.10) 
这 时 
P(X + Y <t, A, Л: 4, АЛ,) = 0 (9.3.11) 
Hi (2) 和 (9.3.10) 得 
P(A|A'AA:)P(A;, AAA) = РОЛ, АДАЛ) = 0 (9.3.12) 


于 是 有 
P(A,| A АЛ;) = 0 (9.3.13) 
或 
P(A] A AA;) = 0 (9.3.14) 
Æ (9.3.13) RZ, НЕ z € (~, +50) 有 
РОХ <и,А,| ДАЛ) = 0 (9.3.15) 
于 是 
f PCY < t — и, A|A1AAD)4P(X < u, ЛААЛ) = 0 
(9.3.16) 


若 (9.3.14) 成 立 , 则 对 任意 的 已 xE( 一 cc, о) 有 
PCY 雪上 一 zh4|AA4) = 0 (9.3.17) 
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于 是 (9.3.16) 亦 成 立 ， 由 (9.3.11) ЖИ (9.3.16) Я (9.3.6) 真 ; 
(B) 设 
P(A,A,.AA:A;) >< 0 (9.3.18) 
H (2) 得 
PCX + Y < t, A, ЛАДА) 
= P(A Al A AADPCX + Y < #| А, A AA.A;) 
= PCA, JAAA PCA] A AA; 


x |, (y < — ul MA DAAA pA AAA) 


= | РСА АДАСУ 
一 0 
< :— u| A lAA,ADd4P(A,| A AA;2P( X < ul Л. ДАЛ) 


= | PCY < t — и, Al ЛААЗАРСХ < и, A| Л, АА) 
一 0 
(9.3.19) 


FÆ (9.3.6) Ж. 
引 理 证 毕 . 
设 Fi(z) G = 1, 2) 是 定义 在 (一 00, +оо) 上 的 非 负 不 减 丰 
连续 函数 ,对 :< 043 FO = 0 G = 1, 25, R. 
F,(+ co) = Jim File) <1 G=1,2) , (9.3.20) 


$ 
Fe) = f Fi(1— иаЕКи) (22 0) (9.3.21) 
во) = [7 емер) G=1,2,2>0) (9.3.22) 
Фа) = É edF) (2220) (9.3.23) 
mi) = Ë АЕ (р G = 1,2, р 0,1, :--) (9.3.24) 


mt) = É #dF C) (=0,1, .--) (9.3.25) 


容易 证 明 下 列 两 个 引 理 . 
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5138 9.3.3. 
ФОА) = p14) p27) (9.3.26) 


8138 9.3.4. 
m” = > Cimi mgp» (р=0,1,-:.) (9.3.27) 


ЖА, ННЕШТЖ, HASA. $ 
inf Cir Kw) < t < т(о), х(о)є А), 
olw) = 如 括号 中 的 集 非 空 (9.3.28) 
+оо, 相反 的 情形 
КЕ ola), Wolo) < aolo) 
m= e 
nfin (2) = P(uc (o) < t, 
Hod(o) = т"(о) | =i) (n=1,2, +++) (9.3.30) 


(9.3.29) 


ніга (a) = P(uc (o) < ¿|x = i) (9.3.31) 
ноо) = |” cua 20) Q > 0) (9.3.32) 
ии) = | cua, G) Q > 0) (9.3.33) 


ami = | ИФ) Ср 0,1, 5-5) (9334) 


ит? = | dah G) Ср 0,1,5) (9338) 
ира = нФ,а(0) = вт = PCa) < +o |x, = i) (9.3.36) 


5138 9.3.5. 


Pleo = j, TO < ;|x, = i) = 4 Р(т® < t| = i) GS 
4, 
(9.3.37) 


Ж. Чан = 0 时 ,《9.3.37) 显 见 成 立 ， 因 这 时 它 的 左右 两 端 
都 等 于 0; 当 q; 关 0 时 ,由 引 理 9.3.1 1749 (9.3.37). 引 理 证 毕 . 


引 理 9.3.6. 
PC = j, кок AUH, 1< y < n + 1, 
r+) € А „т < ¿|x = 1) 
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= ufi — udp(r < их = i) (157) (9.3.38) 
q: 


WE. 4 qu = OB, (9.3.38) 显 见 成 立 ， 因 为 这 时 它 的 左右 两 
端 都 等 于 0; 34 q; 兰 0 时 ,由 引 理 9.3.1 和 引 理 9.3.2, 齐 次 性 及 强 
马 氏 性 得 
PCr = у, rK AUH, 1< r < n + 1, 
хо € A, TD < |x, = i) 
= ü PaK AUH, 1< > < n + 1, rE À, 
qi 
Сте rD) + rD < elro = i, z,@) = j) 
1 
= а} Рх. AUH, 1< >< n t l, x,@+ú0€ А, 
4: = 
TD zD < p их = i, Ио = j) 
х арто и| к = i, хо = j) 
(и 
= 10 | Р( хок AUH, 0 < y < n, xE А, 
4:77 
т < , — u| хо = j) ` dP(z(5 < и| хо = 1) 
+ 
-* | РС но < t — u, 
i -0 
uoa = T” | xy = dP(TD < |z, = i) 
= f F afa 一 и)аР(т® < и| ху = i) (9.3.39) 


4: 


i" 


F 是 引 理 得 证 . 
8138 9.3.7. „Г 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
00) = У) PC < |z = i) GEE) 


JEN” q, 


t 
НЭ = > Д в? 一 xDdPCrD (9.3.40) 
je(ngaun 9279 
<ul =i) Gn 2> 1,i6€ E) 
证 .由 引 理 9.3.5 得 


нЕ G) = Paoa S tonoa = Т0 |x = i) 
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= PCr € Á, TH < tlr = i) 
= У) Раю = j, t? < tlr = i) 


je Аг) 


5 41 рт < tixy =i) (9.3.41) 
HEMD qs 


1 


由 引 理 9.3.6 得 
nfa) = Pr < t, ноа = Т0 x = 1) 
=P(x & AUH,0 < y < n + 1, 


x+) € А, TTD |х = ;) 


= У) Px = ј, rX AUH, 


j&G)UA4UH 
1 << nt 1, хо € A, TtD Str = i) 
В 
= (роса ARC? < |x, = D 
iDan 4-79 
(9.3.42) 


于 是 引 理 得 证 . 
5138 9.3.8. „ФО. 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
noa) = >, ti (ЕЕ) 
jemno À + qi 
nOA) = У -1 ORA) (n> 1,i€E) 
жолун À 9: 
(9.3.43) 
ЗЕ. ХР (9.3.40) 的 两 端 分 别 取 Leplace-Stieltjes 变换 ,并 注意 引 
EB 9.3.1 和 引 理 9.3.3 立 得 我 们 的 引 理 ， 
引 理 9.3.9. пті? 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 
yo = ? SA da GEE 
ито?) n (т) е G € Е) 
(9.3.44) 
п = У СН! (1 44 gme) 
> G 1) Par 4: А 
(я > 1,:ЄЕ) 
证 。 由 引 理 9.3.1, Ур 9.3.4 以 及 引 理 9.3.7 立 得 我 们 的 引 


5 [38 9.3.10. 


ніга) = 59 uf? a) (9.3.45) 

нФ,а(2) = s н@:7(2) (9.3.46) 
n=1 

ump = > ит (9.3.47) 


ЗЕ. HH (9.3.30) —(9.3.35) 立 得 我 们 的 引 理 . 
定理 9.3.1。 (0.2), iE Е} 是 私 规 格 方程 


x= + ре Cie E) (9.3.48) 
is(ñU4un À + 4; ео і + q, 
的 最 小 非 负 解 . 


ЗЕ. HH (9.3.46), 引 理 9.3.8 以 及 系 3.2.3 立 得 我 们 的 定理 ， 
EH 9.3.2. {u/i E Ey 是 拟 规格 方程 
а= У ryt У) 10 GEE) (933.49) 
i&tÐDUAUH q; ЕЛИ» Gi 
的 最 小 非 负 解 . 
证 .本 定理 力 定理 9.3.1 的 在 74 = 0 下 之 特例 . 
定理 9.3.3。 对 于 p 宇 1， КУЧ ic E) ИУ 
x= > 11+ 1 2. um» GEE) (9.3.50) 
I&IDUAUH Q, j А 
的 最 小 非 非 负 解 . 
证 。 由 (9.3.47), 引 理 9.3.9 以 及 系 3.2.2 я, [mi id > iE E} 是 
Яна Е 


х; = > РД) > Tii т 
млин q; qi? jetHUAUn 4; 


+ 21 (LY У) 41 GeE) (9.3.51) 
di’ jet 4; 


的 最 小 非 负 解 ， 从 而 


6123, 


р 5 
1y ` ij 5 
нт) = > CH! (1) > Ti ит? 


1=0 qi водлон fi 


+ p! (y У 99 (p=1,2, t,i B) (9.3.52) 


qi jeni dq. 


I t A 
! ) qu mg + p! (+) Dja 
1=1 qi? jetWUAUH fi ` qi jeAti} di 


4 м 
ВЕЕ А (> сі 1)! (+) У ipm 


qi 4 =1 qó жо0аон qi 


+(p— 10): (1 S а) 


qi’ jeA fi 


9—1 1 
(ани (а) 22 н 
qi ‘1 =0 


`4:/ iDU4UB Q, 
+ Dl) У 90) онә (9353) 
`4: ie Ч: qi 
定理 证 毕 . 
定理 9.3.4. Æ 
нта < си CIEE) (9.3.54) 
则 

nm) < pet J (P> 1,i€ E) (9.3.55) 


证 。 与 定理 6.3.4 的 证 明 类 似 。 


59.4. 正常 返 判别 准则 


< 
0, i=; 
ri 4, (9.4.1) 
ii i=j 
qi 
R= (051,16 E) (9.4.2) 
设 * 是 下 的 一 元 , 令 
DG) = (iis Ay DMS (9.4.3) 
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X 941 # 
Ё = 1 (9.4.4) 
则 称 * БЕ О НЕЕ (507, о), t < тСо)) 的 常 返 状 态 ; 若 * 是 最 
小 2 过 程 (zÇ, о), < Tw)} 的 常 返 状态 , 且 
ти < 十 co (9.4.5) 
HIJER $ 20 {(1, 0), + < z(o)) 的 正常 返 状态 . 
引 理 9.4.1。 若 :是 (rC, 0), < zrÇe)) 的 常 返 状态 ， 则 
{mis í € DG*)} МНЕ 


а= >, gë; + 1. (ЕЕ DCs)) (9.4.6) 


IDON qi Ч: 
的 最 小 非 负 解 , 且 
n t 
Me 一 рас + г (9.4.7) 
证 . A ғ R (zGz, о), г < тбо)) 的 常 返 状态 ; 故 

1 (9.4.8) 

ЕН (9.4.8), 定理 9.3.2 和 定理 5.6.2 知 
Ж =1 (i€ D(C)) (9.4.9) 


ЕВ (9.4.8), (9.4.9), 定理 9.3.3 以 及 系 3.4.1 立 得 我 们 的 引 理 . 

在 [17] 中 给 出 了 最 小 8 过 程 的 状态 的 常 返 和 正堂 返 判 别 准 
则 ， 在 一 些 特殊 情况 下 , 利用 上 节 的 结果 可 把 态 和 mw# 实际 计算 
出 来 ,以 判定 状态 :是否 常 返 和 正常 返 ,关于 此 , 不 拟 述 及 . SH 
给 出 一 个 新 的 “正常 返 判别 准则 ”. 

定理 9.4.1， 若 * 是 最 小 2 过 程 (xG; о), z < r(e)) KR 
BRE M s 是 其 正常 返 状态 的 充 要 条 件 是 方程 


< q; 1 A 
x, > Pa y: д; + = (ЕС; (9.4.10) 
有 满足 条 件 
44 = < +0 (9.4.11) 
124) 5 
的 非 负 解 zG € DCs)). 
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证 。 由 引 理 9.4.1 及 系 3.3.2 立 得 我 们 的 定理 . 


59.5. 积分 型 泛 函 的 分 布 和 矩 


设 4 是 E 的 子 集 (可 以 是 空 的 , 当 它 是 空 集 时 可 从 各 记号 中 省 
E), Hy 一 (N+1,N+2,…). 令 


finf (z: Хи) < í < т(о), xG, o) € A) 
о ау ааа о 
TPC) = min (1w), т (о)) (9.5.2) 


WA то) то) 是 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 . 
оС) G E E) жЕ FIERA SEAR, Ф 


pho) 
Ew) = |” ales Dde 69.5.3) 
£ (o) = |. v(x(t, w))dt (9.5.4) 
ЯЛЕ (о) F £ Co) 是 随机 变量 及 以 概率 1 有 
(о) 1 Eo) (nt +оо) (9.5.5) 
Sun wm) 15 (o) (N 1 +o) (9.5.6) 
Ф 
FRO) = РСЕ о) < |х = i) (9.5.7) 
F,,G) = РСЕ (о) < |х = i) (9.5.8) 
eQ) = ем а> 0) (9.5.9) 
риба) = "ем @>0 — (9540) 
ФО) = 1 — $) (9.5.11) 
biaa) = 1 — p4) (9.5.12) 
T? = МЕР) |x = i} (9.5.13) 
TR = МА[Е,(0))° |х = i} (9.5.14) 
这 里 p= 二 0,1, ---, 显然 
Та = ТО) = 1 (9.5.15) 


所 以 今后 约定 p = 1, 2，…. 
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有 时 把 THA Ta. 上 面 已 经 说 过 , 如 4 = @, 则 诸 记 号 
中 的 4 可 以 略 去 ,如 了 作 = TP, 


E (9.5.5) 和 (9.5.6) 得 
PPO) T biala) Cat +оо) (9.5.16) 
Филин) T hial) (N t +co) (9.517) 
Тр 4 TH (n Í +оо) (9.5.18) 
Tia t TP (N Í +0) (9.5.19) 

令 
Xalo) = (то), оу (9.5.20) 
А inf (л: Х,(0)є А, п> 1) 

= |" Ç Im Eq 625. e 
Ҳо) = min (z, ?,(0)) (9.5.22) 

еа) 
РЬ (ЖК) (9.5.23) 

#=1 9-10) 

ERO = КЕ Co) < | = i) (9.5.24) 
fial) = KELo) < |х = i) (9.5.25) 
фо) = (7 саво) (9.5.26) 
ао) = [ава (9.5.27) 


То = МЕ (о) юж =i} (p=0,1,:::) (9.5.28) 
关于 积分 型 泛 函 Eo) (引入 589%w) 的 主要 目的 是 为 了 研究 
¿£ (o), 特别 是 为 了 研究 Со) 的 分 布 和 和 矩 的 研究 始 于 王 梓 坤 ,他 
在 [18] 中 对 生 灭 过 程 完全 解决 了 54,《w) М Е) 的 分 布 和 和 矩 的 
计算 问题 ， 继 而 吴 立 德 w9 和 杨 超群 51, 分 别 对 较 一 般 和 一 般 齐 次 
可 列 马尔 可 夫 过 程 研究 了 这 个 问题 , 得 到 了 若干 中 间 结 果 . 本 章 
在 他 们 工作 的 基础 上 并 引用 “ 非 负 线性 方程 组 的 最 小 非 负 解 理论 ” 
完全 解决 了 #4(w) 的 分 布 和 甜 的 计算 以 及 它们 与 Cw) 的 分 布 
TRAE. 
5158 9.5.1. Ф002) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
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Ф900) =0 (ЕЕ) 


GEDI д) = ij (д, pO _ .5.29 
ФА) то ss ФО) + су | 9529 


(n> 0,i€ E) 
证 ， 由 于 (9.5.11), 只 需 证 明 ФИО) 满足 次 之 递 推 公式 : 
Ф010) =1 GEE) 


人 + А) = ==. (т) А 
Ре 29, WÇ) + qi 9000 (9.5.30) 


+ (s> 0,;€ E) 


qi 
Š, 00) + 4, 
但 这 与 [11, 定理 2.1] ЮХАН. ЖЖ. 

引 理 9.5.2. ТР 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 


| 


р P 
Tt) = > ct > uji e ТР (9.5.31) 
4: 


1=0 іє‹00а4 4 
+ D tip pep (n>1,i€E) 
зеам 4: 9; 
ЗЕ. 与 [11, 定理 3.1] 的 证 明 类 似 . ЖЖ. 
定理 9.5.1。 [0 G), € Е} 是 拟 规 格 方程 
i) y =: S> 200) ¿€ Е) (9.5.32 
>, TO Ca i+ POET G € E) (9.5.32) 
的 最 小 非 负 解 . 
证 。 由 引 理 9.5.1 和 定理 3.2.1 立 得 我 们 的 定理 . 
定理 9.5.2， HT p >l, {7 久 ,ze 已 } 是 第 一 型 园 壹 方程 
u= У) 41+ PO туго GEE) (9.5.33) 
«Фуа fi gi 


的 最 小 非 负 解 . 
证 ， 由 (9.5.18), 引 理 9.5.2 以 及 定理 3.2.2 并 参考 定理 9.3.3 
的 证 明 易 完成 我 们 的 定理 的 证 明 . 
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定理 9.5.3。 若 
T,, << < +оо (ЕЕ) (9.5.34) 
则 
Т < ріс" G; € E) (9.5.35) 
ЗЕ. БЕЗ 6.7.6 KERRU. ЖЖ. 
Е 9.5.1. 定理 9.5.3 中 的 条 件 (9.5.34) 在 某 些 情况 下 是 满足 
的 ,如 , 生 炎 过 程 "9。 其 实 不 难 由 [18, 定理 4] 和 [20, 定理 5]l 证 
明 : 当 瑟 可 分 解 为 有 限 个 互 不 相交 的 原子 核 刀 之 和 时 条 件 (9.5.347 


就 能 成 立 . 
定理 9.5.4. 若 令 
Fi 十 co) = Дъ F;a (z) (9.5.36) 
Ë, +00) = lim ba) (9.5.37) 
则 
F, (+) = Ё,.( +co) (9.5.38) 


W. HH (9.5.30) 知 
pt ) 一 1 GEE). 


pa) = > 9 (1 + о ФРС) 


лия qi (9.5.39) 
+5 qa (1 + LON 
i€EAl} q; q; 


(n> 0,;€ E) 
由 定理 6.7.1 知 
$90) =1 (CEE) 
фо e(a) = fij earli/aig (1 ) 
Ra qi Ka (9.5.40) 


ге 5 49 ea (an> 0, ic Е) 


IEND fi 
H (9.5.39) #I (9.5.40) 以 及 


(гу 
(: + 20) Se (420,6 Е) (9.5.41) 
4: 
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g Q) > ФО) G eE) 


从 而 
Во) > É, C+oco) (GEE) 
故 只 需 证 
Ва(+оо) > Е,„(+00) G€ E) 
为 此 , 令 aN. 
wi) = min (1, a GEE) 
Ew) 
Ни) = У) ив) 
k= 
t (e) 
Ë (o) Е: У) ш(х.(0)) 
k= 
ERO = ЕР) < |x = i) 
Ë, (Q) = Èa) < z|x = i) 
ФС т |". _ gn (O 
Piala) - [: с7"1Ё, (2) 
F, +00) = вши C) 
显 见 
ËF, (+o) = Ё,.(+00) GEE) 
故 只 需 证 
Š, (+0) > Fia(+%) (ЕЕ) 
HT 
eT 一 р 7А Ё 
1+ зә} y + >= iS: ангу 
_1 


(9.5.42) 


(9.5.43) 


(9.5.44) 


(9.5.45) 


(9.5.46) 


(9.5.47) 


(9.5.48) 
(9.5.49) 


(9.5.50) 


(9.5.51) 
(9.5.52) 


(9.5.53) 


(9.5.54) 


= 1 
1 + wli) + и) > Gti): д" 
n=l "i 
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«(С )" 


1 


> 
ar" 
1 十 2«() + (р) >= + 
KS 1 
1+wli) + [е (А + DG 
ERTE E ESET 
1 +(e? — Пер) 
>— GEE) 
1 + (е — 1) 0 
ç q; 
于 是 
ФО > Фе? 一 1) (EE) 
从 而 


ф;а(2) > gis e* = 1) G € E) 
所 以 (9.5.54) 成 立定 理 证 毕 . 
系 9.5.1， 对 任 一 的 i€ E, 


Fi 人 十 co) 一 0 
F,,(+oo) = 1 
以 及 
0 一 Fix( 十 co)<1 
的 充 要 条 件 分 别 是 
É, (+ co) = 0 
Ё, (+оо) = 1 
以 及 
0<Е, (+50) <1 
定理 9.5.5. 


f < T < pifto G eE) 
证 ， 由 定理 6.7.4 和 定理 9.5.2 Ж 
Tia == Та Ge E) 
于 是 定理 对 p 二 1 真 . 今 假定 定理 对 p 一 15 RB 
Тао < TAO Q 1) ÎR GEE) 


(9.5.55) 


(9.5.56) 


(9.5.57) 


(9.5.58) 


(9.5.59) 


(9.5.60) 


(9.5.61) 
(9.5.62) 


(9.5.63) 


(9.5.64) 


(9.5.65) 


(9.5.66) 
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往 证 对 РЖИ. 
易 知 , (T9, ic Е} 是 第 一 型 围 壹 方程 


r= У) паа [10 J > 4 6-0 


jetDU4 qi qi - вида 4 
+ [<2] У) СЕВ (9.5.67) 
qi зе 4: 


的 最 小 非 负 解 ,于 是 由 
сі < 2 ср 1 = С! рс (p>1>1) (9.5.68) 


得 
Otas У [0] уу ео 
qi 1=1 qi j вул fi i 
+ | > < РКО ту о (GEE) (9.5.69) 
q; ієамо Gi 


FÆ, HA (Ža, ie E) 表示 第 一 TEN 
r= У) xt е0 Эл (GEE) (9.5.70) 


ея fi 
的 最 小 非 负 解 , 则 
РР < io GEE) (9.5.71) 
Е (9.5.66) 的 前 半 部 分 和 定理 9.5.2 得 
Fo) <TH (¿€ E) (9.5.72) 


ЕН (9.5.71) 和 (9.5.72) AI (9.5.64) 的 前 半 部 分 对 Р. Д 
{ТО i € E) 表示 第 一 型 而 壹 方程 
n= У) lint ae TED G€E) (9.5.73) 


和 CU4 4: 


的 最 小 非 负 解 , 则 由 (9.5.69) А] 


pifto > Т0 GEE) (9.5.74) 
H (9.5.66) 的 后 半 部 分 得 
Р! СР ао > Р ZO) re-d (GEE) (9.5.75) 
4: а: 
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于 是 由 定理 9.5.2 得 


Т® > Т® G€ E) (9.5.76) 
Е (9.5.74) #1 (9.5.76) 1749 (9.5.64) 的 后 半 部 分 对 Р 亦 成 立 ， 于 
是 由 归纳 法 知 定理 真确 . 
Е 9.5.2. 对 某 一 i € E, 
Т) < 十 co (9.5.77) 
的 充 要 条 件 是 
T < +оо (9.5.78) 


(9.5.17) 和 (9.5.19) 式 把 E (o) FI Elo) 的 分 布 和 和 矩 的 计算 
问题 归结 为 E, Co) 的 分 布 和 甜 的 计算 问题 。 因此 我 们 就 来 研究 
Ено) 的 分 布 和 矩 的 计算 问题 . 本 节 以 下 结果 是 第 五 章 的 直接 
推论 , 故 论证 从 略 . 


令 
lima СР) = bi (0) @=1,2,..:, N) (9.5.79) 
р = (1,2, 7 МУП зря Hy) (9.5.80) 
бб == (1,2, e МПС: суя Hy) (9.5.81) 
б = рО ГСК HAREE) (9.5.82) 
б? = роо n (R 的 非 本 质 足 码 集 ) (9.5.83) 
gi/qi» i#ji, jE D™ 
0, ЕР j€ DY Ri = 0, je DY 
= 9.5. 
1; С), ге део, ў 0 (9.5.84) 
1, 2 =: 0 
构造 矩阵 
Т = (1351, i € {0} U AM) (9.5.85) 
令 
DY = (07609 Ri — 0) (9.5.86) 
AY = (Gie DY Hi > 0) (9.5.87) 
DO = Gu e боо H i ерл DM) (9.5.88) 
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ÒS = (ге ВО mA б) (9.5.89) 


DY = (2:1 Š po E i Z AY) (9.5.90) 
DS = (iie DMY Hi < AS) (9.5.91) 
ER 9.5.6. pin lA) (22 0,i=1,2, +, №) 是 NN 维 拟 规 
格 方程 
сх 4 holi) 
7 > АСР) + qi SF 2000) + а; 
ii 
G=1,2,:-:, N) (9.5.92) 


的 最 小 非 负 解 ， 详 言 之 ,winx(2) (А 20,1 =1,2,-.., N) ЩЕ 
唯一 决定 : 
CD Dina) (220,16 Di) 是 第 一 型 组 合 随机 齐 次 方程 


x= У) Ux (іє) (9.5.93) 
ре БСА 4: 
的 最 小 非 负 解 , 即 零 解 ,从 而 
Финк) =0 (220, іє DM) (9.5.94) 


Gi) @ Q) (2220, є б) 是 第 一 型 通 外 方程 


4: 14v(7) i N. 
р holi) + 4; N 00) + qi X ý о 


的 最 小 非 负 解 , 即 其 唯一 (有 限 ) 解 . 
Gii) Фанд) (过 0,i6Di) 是 第 一 型 通 外 方程 


sS Dina) 
РД С + qi “Ç 


x; = x; 


z = x; + 


у ij 
РИ Ci) + qi 
holi) -e FIN) 
+ pO G € DN) (9.5.96) 
的 最 小 非 负 解 , 即 其 唯一 (有 限 ) 解 . 
Gv) pim) @>0,1Е DN) 是 规格 通 外 方程 


w Чи hei) Е D.N) 
x; Е x, + - G; € DY) (9.5.97) 
бло Dig 0) + i 
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的 最 小 非 负 解 , 即 其 唯一 (有 限 ) 解 ,从 而 
pin) =1 (¿> 0,i€ D) (9.5.98) 
мад 一 0 时 相应 的 结论 不 成 立 。 详 言 之 , MA = 0 (9.5.97) & 
成 次 之 第 一 型 组 合 随 机 齐 次 方程 
-x= У Hs (гє д0) (9.5.99) 
ie BNA qi 
АП: (9.5.99) 的 最 小 非 负 解 «РС € 000) ERRAR RI 
xž=0 (Є DY) (9.5.100) 
而 
Yinw0) =1 (66%) (9.5.101) 
Ш (9.5.99) 的 一 个 非 负 解 ， 但 不 是 其 最 小 非 负 解 ， 即 不 是 其 堆 
ж. 
(у) Фан Q) (220, 76 65) 是 第 一 型 通 外 严格 非 章 次 方 


程 
х Р" Мо РД РОР 
С 218 G) F qi K o qi 
G e ŠM) (9.5.102) 
的 最 小 非 负 解 , 即 其 唯一 (有 限 ) 解 ,从 而 
dinya) 20 (20, €D) (9.5.103) 
См) Фан (А) (2220,16 DM) 是 第 一 型 通 外 严格 非 齐 次 方 
程 


pr ЕЯ 
iDN WCE) + q; je D Na 00609) + qi 


`+ sut е H (2) 
и Кр | 
+ Luli) Ge DM) (9.5.104) 


00) + qi 
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的 最 小 非 负 解 , 即 其 唯一 (有 限 ) 解 ,从 而 
piny) >00 (2220, іє 50%) (9.5.105) 
Ж 9.5.2. 由 定理 9.5.6 М 
Фан) = 0 (2220, є ММБ ЦРО) (9.5.106) 
фин) 20 (2220, є D UD UD) (9.5.107) 
ЖЗ 9.5.7. Тн, (人民 一 1,2,.…，N) 是 第 一 型 正则 方程 
-Ys + = ) @-1,2,--.,м) (9.5.108) 
i= i 
ji 
的 最 小 非 负 解 。 详 言 之 
G) Тн, G € DM) 是 组 合 随机 齐 次 方程 


x= У) 11, GeD06) (9.5.109) 
ie (NQ Ti 


的 零 解 ,从 而 
Ти, =0 (є 0) (9.5.110) 
Gi) Ти, G € боюу) 是 第 一 型 通 外 方程 
= D + (дебо) (95111) 
jeD MUD Nan 4: 9. 
的 唯一 (有 限 ) 解 . 
Gii) Tiny G € дубу) 是 随机 添加 严格 非 齐 次 方 
Eg 
m sm ЕШ х + > a Tiny 
а jEBIMUBINUDINN Fi ЕМУ fi 
+ 200 ç;¿e Dgn U Ben U Den) (9.5.112) 
4: 
的 最 小 非 负 解 ,从 而 


Tiny 一 十 oo о (9.5.113) 
2119.58. TH, G= 1, 2,…， N) 是 第 一 型 正规 方程 
а pu(i) 1 , 

x L. +4 P: TED G=1,2,---, N) (9.5414) 
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的 最 小 非 负 解 。 详 言 之 ， 2 
G) ТЯ, СЕВ) 是 第 一 型 组 合 随机 章 次 方程 


r= D>) Ч, (є Ё) (9.5.115) 
00 Ti 


的 零 解 ,从 而 
TP, =0 Ge AM) (9.5.116) 
Gi) Т, Ge був) 是 第 一 型 通 外 方程 
x= që + PO) igo 
IBUN i 4: ü 
Ge Bio U pin (9.5.117) 
的 唯一 (有 限 ) 解 , 且 
ТФ), < ріс" G€ BUDE) (9.5.118) 


Gü) Шр>2, Т), G € БМВ) 是 常数 项 本 质 无 
穷 方程 
х; 一 + > BT 
ЕВА БА а 41 jeD MUDAN 4 


+ 20 TED (ге 006) (95.119) 
q: 


的 最 小 非 负 解 ,从 而 
T% = +оо (iEDMUBDMUDY) (9.5.120) 
34 9.5.3. 以 上 我 们 研究 了 #4《w) AARE BJ VE Я A. 
下 一 节 我 们 顺便 还 给 出 Seo) КНУ 


[7 тарсо) < la = i) (9.5.121) 
的 计算 方法 ， 这 在 
P(ë (e) = +оо) > 0 (9.5.122) 
时 是 很 必要 的 , 因 这 时 
ТЧ) = +оо GeE,p2>1) (9.5.123) 


所 以 我 们 仅 以 考察 š Co) ВУЛЕ WWE ШЧО Г. 
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$9.6. ИЖЕ ян h 3035 


ЖУ 9.6.1. E ЛЕ. {rn t <o) ШИ Х(о) = fs 
t< o) 的 可 推 集 ,如 果 
0,oA= A (9.6.19 
其 中 ge № [6] 中 定义 的 推移 算 子 . 
EN 9.6.2. E AEF {x t < c) 叫做 过 程 Xlo) = (x,, 
t< o) 的 拟 可 推 集 ， 如果 存 在 E 的 分 解 E = EG U Et, ЕФП 


E” 一 Q, 使 
G) 对 任 一 16 ЕФ 使 
(ко = j, Д) (х0 = j, 0,024) (9.6.2) 
Gi) 对 任 一 j€ E 使 
Cro = j, A)= (о = т, Д) (9.6.3) 


其 中 AGE EQ) 是 过 程 Х(о) 的 可 推 集 . 
显然 , 当 E = Q 时 , 拟 可 推 集 就 成 了 可 推 集 . 
ВАЖЕН, Е) Ñ £ (o) 的 定义 如 $ 9.5. Ф 
PRO = P(EP(w) Kt, Alx = 0) (9.6.4) 
ТО) = P (ë (o) < t, Alro = i) (9.6.5) 
Фао) = |7 Cu PRO Q>0) (966) 


Фо = [7 cepa) а>0 (967) 
w) wa. 
ФО) = PA) — Ф002) (9.68) 


(A) (A) 
pia) = PA) — Pi) (9.6.9) 
Pn МИРР) = i) (9.6.10) 


те = М{[,(0) 171,0) | = i} (9.6.11) 


1) 在 一 般 情况 下 ， 此 式 的 右 端 应 为 ANGO). 但 在 假设 (9.1.1) 成 立 下 有 
。 POVO) = 1, 所 以 这 时 以 4 代替 ANGI). 
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其 中 


Io) = í и (9.6.12) 


0, о&5Л 
ЖАН. 
ЖАНА ЖТФ 的 计算 方法 ， 
易 知 


(A) (A) 
V-lim $ PA) = Ф, а) (9.6.13) 
ане 
. (A) (A 
V-lim TYP = TH (9.6.14) 
(A) 77) 
Т9 = Т® = РСА) (9.6.15) 


5138 9.6.1. 设 4 为 拟 可 推 集 , 则 
P(A)= У, LPMA)+ У) РКД) (ЕЕ) (9.6.16) 


jeE\IN fi jE fi 
证 ， 先 证 明 下 面 两 个 等 式 : 
Pleo = j, А] = i) = PKA) (ie EVM) (9.617) 
4: 


Plx = j, A|z = i) = TEPA) (je E@N(;)) (9.6.18) 
q, 


3 je (kiqa = 0) № (9.6.17) #1 (9.6.18) 显 见 成 立 ， 因 这 时 它们 
的 两 端 都 等 于 零 。 所 以 以 下 设 ie Сіда < 0). В je EO n (4: 
да = ОЙ, 则 由 (9.6.2) 得 
Р(х,0) = j, A|zs = i) = PCr = j, OOA аз = i) 
= P(x = jlx = i) = Р.А |х = i, х0 = j) 


= ЕР = TIPKA) (9.6.19) 


IR jE ЕПС: фа = OAU), ИЕН 09.6.1) #1 (9.6.3) 得 
P(x,@) = j, A|x = i) = Р(х) = j> A;l xo =i) 


= Р(х,0 = j 00A; | xo = i) = P(A) (9.6.20) 
4: 
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于 是 (9.6.17) 和 (9.6.18) 得 证 . 
由 (9.6.17), (9.6.18) 以 及 
P(A) = > Ро = j, Alr = i) (9.6.21) 
立 得 我 们 的 引 理 . Е 
3138 9.6.2. РС) 满足 次 之 公式 ; 
Ca = PAPUC? < ¿|x = ;) (¿€ F) 
Вано = У | Рас aG 


;一 
is ane DW 4! 


<= i+ > 4 
jean T 


‚ М 
x| ERO- DUGH? < |a=) | (9.6.22) 
“0 


+ У] #% P(¿GDrO<;|x=;P(A 
iednE(DAN 4 


+ > Рю |а =i) 
ієапеб№а 4 


+ РАД) (n>1,icE) 


证 。 参 考 引 理 9.3.7 和 引 理 9.6.1 两 引 理 的 证 明 易 完成 本 引 理 
的 证 明 . 
引 理 9.6.3。 POO) 满足 次 之 公式 : 
(A) 
D = 4РХЛ) i 
ph) WG) + У Ge Е) 


< 
PED= У) — & ФФ) 
jean 2200 + qi 


(p 

+ У) — ega) 
jean А060) + qi (9.6.23) 

+ >) ura 

i€ANE(NG) (0) + ; 
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+ —# — РА 
теллер 2000) + qi 


(п > 1,:i6€ E) 


证 . 注意 引 理 9.3.1 和 引 理 9.3.3, 并 对 (9.6.22) 的 两 端 取 


Laplace-Stieltjes s 立 得 我 们 的 引 理 
8138 9.6.4. ФОО А: 


D, 2v(i)PA A) 
PUA = TOP GEE) 


(А? 
Фан) = 一 和 Фуа) 
29 wi) + 4, 


$ > Чи TDA) 
je ANECA G) + 


+ АРКА) (n>1,;€ Е) 
holi) + qi 
YF. H (9.6. е 和 (9.6.24) 立 得 我 们 的 引 理 ， 
引 理 9.6.5. те P 满足 次 之 公式 : 


(A) 
Tan = Кар! (ÈY Ge p) 
4: 
р . 
Финн D uD e (200) Pg 
jean Fi 150 4: 


+ > вн >; су (О) 


je2nE(2AG) 4 1=0 


+( > 2Р4) 


jean 4 

+ > чи ВАА) er (22 2) 
iednEC2AG) Ti 
(n> 1,š¿;€ E) 


(9.6.24) 


(9.6.25) 
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P(E < +оо) = 1 (9.6.26) 
知 


(A) о (41 
Tn = E авес (9.6.27) 
H (9.6.27), 819 9.6.2 以 及 引 理 9.3.4 立 得 我 们 的 引 理 . 
定理 9.6.1。 ZAHTER ДФ 0), ге EY 是 拟 规格 广 
F 


= 44 | Av(i)P(A) 
x; nG) + z, x; + MOET СЕЕ) (9.6.28) 


JE AM 


的 最 小 非 负 解 . 
证 。 由 (9.6.13), 引 理 9.6.4 以 及 定理 3.2.1 立 得 我 们 的 定理 . 


定理 9.6.2， 设 人 为 可 推 集 ， 则 对 于 请 > 1, (T9, ЕЕ} 是 
Ни 


ху = z 9" х + рр Pao GEE) (9.6.29) 
IEND q: qi 
的 最 小 非 负 解 . 
证 .参考 定理 9.3.3 的 证 明 易 完成 本 定理 的 证 明 . 
定理 9.6.3， 设 4 为 拟 可 推 集 ， 则 { 作 ,x(2),ie E) 是 拟 规格 
方程 
Ap 
K y w i + p? Ч $, (2) 


е х 
jean 2000) + qi педа APC) + qi 


АРКА) $ 
ЕР G€ Е) (9.6.30) 
的 最 小 非 负 解 . 
证 ， 由 (9.6.13),(9.6.24) 以 及 定理 3.2.2 立 得 我 们 的 定理 . 
定理 9.6.4， 设 4 为 拟 可 推 集 ， 则 对 于 pp 之 1，{ 了 外, ie E) 
是 第 一 型 围 喜 方程 
(А) 


= У n+ D т 


jean Nn 9 jean he 4 
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+ peki) тво GEE) (9.6.31) 
g; 
的 最 小 非 负 解 ， 
证 。 参考 定理 9.3.3 的 证 明 易 完成 我 们 定理 的 证 明 . 
定理 9.6.5。 设 人 为 可 推 集 , 令 


А = (wino w) < +о)ПА (9.6.32) 
则 4 为 拟 可 推 集 , H. (P GQ, ic E} 是 所 规格 方程 
; gi MPAA) |: 
si 2 Кри" + GE CEE) (9.6.33) 


的 最 小 非 负 解 , 对 于 p > 1, (T9; e E) Бе 
„= У Чи, + PHD uo GEE) (9.6.34) 
qi 


Они fi 


的 最 小 非 负 解 . 
Е. ВИ, 4 为 拟 可 推 集 , 且 
E® = AUH (9.6.35) 
E® = AUH (9.6.36) 
(xz) = j, A) = (x) = j, A) (є А) (9.6.37) 
(xü) = j, A) = (x = у, 9) = Q (ЕН) (9.6.38) 
于 是 
АПЕФ = AUH (9.6.39) 
АПЕ® = АПНСН (9.6.40) 
АПЕ® = Q А (9.6.41) 
ANE® = А (9.6.42) 
ар са) 
piala) = bi) = 0 G&H) (9.6.43) 


p w 
ТӨ =TP=0 (p>1,j€H) (9.6.44) 


所 以 由 定理 9.6.3 和 定理 9.6.4 立 得 我 们 的 定理 . 
定理 9.6.6， 设 和 为 可 推 集 , 令 
А = (о:с,(о) = +оо) ПА (9.6.45) 
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则 4 为 拟 可 推 集 , 且 


By = $A) G € E) (9.6.46) 
TY = To G € E) (9.6.47) 

UQ), гє E) 是 拟 规格 方程 
x = — Ai + 22009204) РСА) GEE) (9.6.48) 


2, Aei) + 4; Louli) + q; 
的 最 小 非 负 解 。 Е P> 1, (TP, ie F) ВН Eya 
u= 2 r 2009 То» (Є Е) (9.6.49) 


зеам Ч: 4: 
的 最 小 非 负 解 . 
证 。 显 见 , 4 为 拟 可 推 集 , 且 
ЕО = Я (9.6.50) 
E? = А (9.6.51) 


(хо = j, A) = (x) = j, 9) = 9 (Є Е) (9.6.52) 
If) (9.6.46) ЖП (9.6.47) 显 见 成 立 。 十 是 由 定理 9.6.3 和 定理 9.6.4 
立 得 我 们 的 定理 . 
定理 9.6.7。 HS 
wp = Г. sdpAE(w) St) (р=0,1,.--) (9.6.53) 


则 
W!) 一 Вт ФК) G e E) (9.6.54) 


БЎР 22 1,1W0,ie E) 是 第 一 型 园 查 方程 
= > Ux Di D (ЕЕ) (9.6.55) 


ii Q, 
的 最 小 非 负 解 . 
Ж. © 
А = (w: Elo) < +оо) (9.6.56) 


WiP = МАС) 71 (9) = #} (9.6.57) 
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显 见 ,A 是 一 个 可 推 集 ,于 是 由 定理 9.6.2 立 得 我 们 的 定理 ， 
类 似 地 ,我 们 也 可 给 出 sx(o) 的 分 布 的 矩 的 计算 方法 ， 
59.7. 59.3 中 的 结果 的 推广 


设 A 为 可 推 集 , E Co) 的 定义 如 $ 9.5. Ф 
Ealo), noslo) < +50 
+9, 如 iG (o) = +°> 


(о 


aoi) = | 


(2,0) 


о (v) 
во) = | uao) Lt, Alr =i) (9-7.2) 
-0 


(9.7.1) 


(2,0) 


fo (e) 
umR = | арсаи) < t, ala =i) (973) 


law) 


нра = нт = Pao Ко) < +оо, А|а =) 09.7.4) 
本 节 的 结果 的 证 明 统统 省 路 ， 因 为 可 仿 $9.3 和 $ 9.6 中 的 论 
证 把 它们 推导 出 来 . 
定理 9.7.1。 (ФСЕ 是 拟 规格 方程 


o — q P (A 


jaun А0607) + qi то А01) + qi 
G € E) (9.7.5) 
的 最 小 非 负 解 , Вх 
定理 9.7.2。 (¿fro ie Е} 是 拟 规格 方程 
„= D at > PLA) GEE) (976) 


д; = z; 


i&(UAUH fi іє А) i 
的 最 小 非 负 解 . 
系 9.7.1。 若 s 是 E 的 一 个 元 素 , 则 
НЙ = РКА) GEE) ` (9.7.7) 
(a,v) iQ,v) 
afa = У) uua P(A) GEEY (9.7.8) 


i€A 
(2,0) 
定理 97.3. ХЕЕр>1, {nm 外, ic Е} Я-А 


; (а.е 
a= P бз 200 GeB) (9:79) 
i&{DUAUH fi 4: 
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的 最 小 非 负 解 . 
系 9.7.2. 


нт = wr PPA) GEE) 


пто) = > е G € Е) 
ЕЯ 


j 9.7.1. 定理 523 也 可 由 定理 9.6.5 推导 出 来 ， 
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(9.7.10) ` 


(9.7.11) 


第 十 章 — B Q 过程 


$ 10.1. 5] w 

第 一 篇 告诉 我 们 ， 最 小 8 过 程 和 一 阶 0 过 程 是 研究 一 般 Q 过 
程 的 基础 . 上 章 我 们 研究 了 最 小 0 过 程 ,本章 进而 研究 一 阶 О 
е. 

MEFE АО Б Q ЗЕРЕН] Martin 流出 边界 理论 ， 关 
二 这 一 理 沦 不 难 在 第 七 章 中 研究 的 马 氏 链 的 Martin 边界 理 沦 的 
基础 上 对 一 般 8 过 程 建立 起 来 ， 但 为 了 节省 篇 幅 , 我 们 将 不 这 样 
作 ， 而 直接 引用 [14] 中 的 Martin 边界 理论 及 一 些 有 关 的 结论 . 
这 样 作 并 不 失 一 般 性 。 因为 : G) [141 在 建立 Martin 边界 理论 
时 虽 对 0 过 程 加 上 了 一 个 限制 (那里 记 为 (P.5))， 但 正如 那 篇 文 
章 的 作者 所 指出 的 ,这 不 是 本 质 的 ， 事 实 上 ,这 点 限制 在 第 七 章 已 
为 我 们 所 解除 ; Gi) 在 下 面 我们 处 处 注意 到 , 我 们 只 引用 [14] 中 
实际 上 不 为 条 件 (P.5) 所 团 的 那些 结论 。 因此 , 今后 我 们 并 不 强 
调 指 出 ， 在 8 过 程 上 加 上 了 限制 CP.5). 

这 里 首先 申明 ， 如 在 下 面 发 现 我 们 的 陈述 需 除 去 某 一 测度 为 
零 的 集 或 某 一 列 测度 的 公共 零 测 集 外 才能 成 立 的 时 候 ， 这 并 非 作 
ERRA, 而 是 为 了 简洁 有 意 这 样 处 理 的 。 因为 这 很 易 在 保持 过 
程 的 转移 概率 不 变 之 下 用 一 些 惯用 的 手法 (如 通过 相 空 间 的 清洗 
或 在 苑 数 的 一 个 “等 价 类 ”中 选 出 一 个 代表 ) 使 之 明朗 化 . 

Ш Х(о) = (xG, w), t < 0(ш)} 为 一 个 一 阶 Q 过 程 ,以 T.(w) 
表示 x《*,w) 的 第 一 个 飞跃 点 ， 以 (8X). 表示 114] 中 定义 的 
Xfo) 的 (1- 级 ) 流出 地界 。 令 

ICh, j) = P(x(z,) = jle — 0) = b) 
(bE (0Х),, јЄ Е) (10.1.1) 
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ЖХ 10.11. 我 们 称 Поюхк = (ПО, j), bE (OX) j€ Е) 
为 一 阶 Q 过 程 XCw) 的 飞跃 概率 和 矩阵" 

由 [14] 知 ， 飞 跃 概率 矩阵 Лох хь = (ПСБ, j), b ECX) 
jE E) 有 如 下 的 性 质 : 

С) 对 于 固定 的 j€ E, ICh, j) (ФЕ (6X).) д (9х). 上 的 
Borel ЕЛА; 

(2) 


П(Ь, ј) 20 (be (ӘХ),, јЄ Е) (10.1.2) 


У) п, р <1 G ¿(0x)) (10.1.3) 

反之 ,由 [14, 57] 知 有 

5138 10.1.1. JERE Moxx = СПО, j), be (0X)., јЄ Е) 
满足 条 件 (1) Яп (2), 则 存在 完备 概率 空间 ,在 其 上 可 以 定义 一 个 
一 阶 Q 过 程 ,使 其 飞跃 概率 矩阵 就 是 Moxe. 

上 述 引 理 将 在 第 十 三 章 中 得 到 应 用 . 

在 [14] 中 把 一 阶 2 过 程 称 为 -RRR IE, 

由 下 而 的 定理 10.21 知 ， 一 个 一 阶 2 过 程 的 转移 概率 矩阵 为 
2 和 矩阵 和 它 的 飞跃 概率 矩阵 唯一 决定 , 故 引 人 

EX 10.1.2. ЯТ ККЕ Iowe 的 一 险 2 过程 又 叫 
СО, Похужв) 过 程 . 

10.11. ОСЕ, #П(а,}) = Ola € (Х).,3&0), 常 把 
Поҳ),хе 代 以 Towexp， 

下 面 将 研究 一 阶 0 过 程 , 即 (Q, Mavar) 过 程 的 转移 概率 及 
第 一 次 到 达 时 间 的 分 布 和 和 矩 两 个 问题 ， 由 于 积分 型 泛 函 的 研究 与 
第 一 次 到 达 时 闻 的 研究 类 似 ， 而 状态 的 分 类 是 第 一 次 到 达 时 间 的 
分 布 和 和 矩 的 直接 推论 ， 所 以 关于 积分 型 泛 函 和 状态 的 分 类 的 内 容 


1) 当 (OX), 为 非 可 列 时 ,把 Пах 称 为 矩阵 , 似 不 妥当 . 但 习惯 了 也 无 不 可 . 
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5102. 转移 概率 


设 XCo) = (zGz, o), < 9(0)} 是 一 个 (9, Hova) 过 程 ， 

令 28. 表示 由 OX). 中 的 开 集 系 产生 的 (8X)。 上 的 o- 代 数 ， 
AG, В) = РКх(т, —0)ЕВ) ВЕ. (10.2.1) 
AG, B, t) =P; xlr, —0)E В,т <) BEŽ. (10.2.2) 


hCG, В) = j: скамі, B.) (220) (10.2.3) 
THD) = Ж AG, да, 1) (а, ў) (10.2.4) 
TPE) = Tal) (10.2.5) 

TEG) = У) ГТС) тС) С) Сж RRG) 

kE 
(10.2.6) 
K, (2) = 5 тра) (10.2.7) 
WQ) = | e M4T,( O G > 0) (10.2.8) 
И (А) = W (2) (10.2.9) 
wA) = У) Си GQ) (10.2.10) 
КЕЕ 
ри”) = Px) = j, t < r.) (10.2.11) 
риб) = P,(x(2) = j) (10.2.12) 
Pa) 一 |. ера! (10.2.13) 
p) = N e tp; G) dt (10.2.14) 


3188.10.24. (G,B)— hC, B), i€ В} 是 拟 规格 方程 


i >, Чи ; 216, В) 7 
Е зво А + qi s f. 1+4 СЕВ) (10.2.15) 

ВЛЕ И, 
证 ， 在 定理 9.6.1 中 令 4 = Q, VG) = 1G€ Е), А = ба 
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0)є в) 即 得 我 们 的 引 理 . 
EH 10.2.1. {pi(4), iE E) 是 第 一 型 团 毒 方程 


s= D (| PG. nG, Os) + PQ) GEE) 


keg V 
(10.2.16) 
的 最 小 非 负 解 . 
证 .由 (10.2.4) 和 (10.2.8) 得 
IG) = а hli, АРС, D (10.217) 
注意 [14, 附录 中 的 公式 10] 立 得 
p, G) = "(а 十 属 һб, da)( 2; Vea, 4) 
x Уу ACh, Юр) 
КЕЕ 
= mQ) + > (> е а Axi, da) 
X Vi2(a, dbJIICE, К)р (2) (10.2.18) 
其 中 _ 
ЕВ 
Va, в)= {" ри (10.2.19) 
Иа, В) = У) 1а, DA, В) (10.2.20) 
ЧЕЕ 


veta, В) = a Ca Ч), В) (10.2.21) 


下 面 证 明 
wQ = | for, БС Чада deC, O 
(n> 0) (10.2.22) 
ЖЕ 


pe |: hai, дауу а, db TCs, К) 
= É. 7 (0) 
fen, н da) f y, YG пс, D 
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h(i, 4а)П(а, К) 


1 


(ах). 


1 


| 
Í... IN eai, da, 2) (а, k) 
=- 上 u. , IG, da, DIa, К) 
a af Я ACi, да, ICa, k) 


мати) = (А) (10.2.23) 
Е 0 时 (10.2.22) BR: SE, (10.2.22) 对 л 已 成 立 ， T 


1 


е т hai, da) Via, а )ПСв, k) 
= L... 28 С, да) ІА эе V а, dc) 
x Ре, по, D 
= Í... и hG, dof, via, ас) 
x > H(c, Dhl, аль, k) 


IEE 


= h(i (1 
X few, fow, G VAa AON, 0 


x |, PC, 4010, K š 
(әх), 
= Пират = WRA) (10.2.24) 
ЧЕЕ 


于 是 (10.2.22) 对 ”十 工 亦 成 立 . 由 归纳 法 知 (10.2.227 成 立 . 
由 (10.2.18) 和 (10.2.22) 得 
p (Q) = P) 十 > (5 wQ) О) (0.2.25) 


KEE “n= 


由 (10.2.17) 和 定理 3.7.1 立 得 我 们 的 定理 . 
EX 10.2.1. МАС, A)2 0 #lgÇC:) 2 0 £ (6X), 上 的 可 
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WRH Са, -) 是 (ӘХ). 上 的 测度 ， 积 分 方程 
во Ka, db + ga) (ає(ӘХ)) (102.26) 


的 非 负 解 0 < EA < +co(a € (OXJ) 称 其 为 最 小 非 负 解 , 如 果 对 
于 (10.2.26) 的 任 一 非 负 解 0 < 20 < +co(a € (0X)), 恒 有 
ED KED (a € (OX)) (10.2.27) 
仿 定理 3.2.1 的 证 明 易 得 
引 理 10.2.2. 积分 方程 (10.2.26) 的 最 小 非 员 解 存在 唯一 . 
由 (10.2.18) 立 得 
定理 10.2.2. 


PCA) = pO) 十 |25 AG, да) 


х > Ер, Vi (a, db) > NCh, Юр") 
G, j€ E) (10.2.28) 
定理 10.2.3. 
PODA + | ВС ЕР) С, je E) (10229) 
其 中 | 


EO) = > ICa, Юры) 


= F сараа + z) = Иа — 0) = a)& 
Ca € (OX).) (10.2.39) 
是 积分 方程 | 
m=. (5 псе, рыб, ав) E” 


уса, OPIPA) Gae (0X)) (10.2.31) 


的 最 小 非 负 解 . 
证 、 Е С10.2.28) 得 
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Бо D |. VG, ab >) no, Юр) 
(әх), ЕЕ 


(a € (0X).) (10.2.32) 
ЕН (10.2.20) 和 (10.2.32) 并 仿 定理 3.2.1 和 定理 3.7.1 的 证 明 易 知 
(д) Ca € (9Х).) 是 积分 方程 (10.2.31) 的 最 小 非 负 解 于 是 
(10.2.28) 和 (10.2.32) 得 
EG) = И (У пса, РЫСЬ, а) X f рь, de) 


/ n=0 


x У) ще, Юм" 


REE 


+ У) Ща, Эра 


г > 1(а, i) (P) Ы lah aCi, db) 
x 站 и, de) У Пе, ЮР") 
Pr ECAS, KEE I 
= У) MCa, ipi) Cae (OX),) (10.2.33) 


JZ A € %,, 以 Per-o 表示 x《T 一 0) 的 分 布 ,于 是 有 
[| PGG + z) = i, або) = Иж — 0) = Раоа) 


= f, P(x(z.) = k| xlr, — 0) = a)P(xG + r) 
Пб — 0) = a, (т) = kPa -oda) 


= | Ca, OPO = Пао = ЮР, olda) 


= |. П(а, ЮР) расе, -nC da) (10.2.34) 
由 A 的 任意 性 得 
P(zG: + т) = j, хт) = Ах (и, — 0) = a) 
= (a, kP) (a€ (OX).) (10.2.35) 
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P(xG + т) = jlr — 0) = а) 
= >J PGG: + r.) = j, xlr) = (а, — 0) = a) 


КЕЕ 


= У) Па, Юрь (O) (10.2.36) 


КЕЕ 
HI С10.2.33) 和 (10.2.36) 1745 (10.2.30), 从 而 定理 得 证 . 
510.3. ЖАННЫ ЖЖ 
引 理 10.3.1， 设 4e Bor 则 
PKA, Cri) E 4) = |, ПО, АРКА, «Сы — 0) € db) 
5 (10.3.1) 
其 中 Bior = F I U #9, 而 Boh = F {т}, 
n=1 
证 ,分 下 列 三 步 证 明 . 
(1) 试 证 
Pln) E A) = Б TC, АЖ db) (10.3.2) 
注意 [14] 的 公式 (5.9) 5 (5.10) 之 间 的 陈述 及 [14] 的 公式 


(5.9) 得 
Pr < t, х(т)є 4) 


Е las П(Ь, A)P(z < t, x(t, — 0)E db) (10.3.3) 


Æ (10.3.3) HS zf + oo 得 
Pr < +00, х(т1)є 4) 


= № ， IH (b, АР (т, < +оо, х(т, — 0) є db) (10.3.4) 
Xe 


(2(т.) € AJCC < +оо) (10.3.5) 


(х(т, — 0)є (9Х),) с (а, < +оо) (10.3.6) 
(2) 试 证 
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РКА, х(т.)є 4) 
= | ICh, АРКА, (ra — 0646) (103.7) 


其 中 Ae U 多 ww 
n=1 


由 4 之 定义 知 ,存在 ”> 0, 使 fe 210,00. Е 
0,X x(z,) € A) = (x(r.) é A) (10.3.8) 
其 中 9." 是 16] 中 定义 的 推移 算 子 。 由 (10.3.8), IREL 
齐 次 性 得 
PxCr)E АА, (т) = j) = Palri) є А) (10.3.9) 
PCC, — 0) € dbl Á, *=Çz( 2) = j) 
= Р (х(т, — 0) € db) (10.3.10) 
H (10.3.2) № (10.3.3) 得 
РКА, (т) € A) = У) PK Ах (т) = j, х(т) € A) 
= Ху РСА, (=) = PPCC) € AJ А, x(r™) = j) 
= УРСА, rr™) = ПРА є A) 


ЗЕЕ 


= УРСА = 


ЕЕ 


П(Ь, A)P( хСт, — 0)є db) 


Әх), 


а j. ICh, A) 2; РСА, (т) = р) 


ЕЕ 


x Р(х(т, — 0) € dbl Á, (т = j) 
= а ICh, A) X, РКА, «(Е = j), «(т — 0) 46) 


= [i TCh, АРСА, «(ть — 0) € db) (10.3.11) 
于 是 (10.3.7) 获 证 . А 
(3) ВЕ (10.3.1) 
设 
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2 = (A: 4 使 (10.3.1) 成 立 》 (10.3.12) 
Fh (2) д 


WS Bio) (10.3.13) 


DWE, W 是 A- 系 , 而 由 Boh © Bot (и 221) A 
U Buro È N-A, FÆR (10.3.13) 及 [21, 引 理 1.1] 知 


n=l 
%ə# ÍU оо) = Bura (10.3.14) 
n=1 


从 而 (10.3.1) RE, 
定理 证 明 完毕 ， 
引 理 10.3.2， 设 At Z., MJ 
Pr — 0)€ A, a(r) € A) = 10, АСЕ, db) (10.3.15) 


Е. Hi (<(z 一 0) 6 Д) E Bia 及 引 理 10.3.1 得 
Р,(х(т, — 0) € A, (т) € 4) 


g fon пб, АР, Ст — 0)є A, x(z, — 0) є db) 


е. ПС, АРК — 0) € db) 


= Í. TCh, AJhCi, db) G10.3.16) 
于 是 引 理 10.3.2 得 证 . 
设 D 是 E 的 非 空 子 集 , BEB. A 
Ё? = P, FE s тов, 


НЕО, z=(z, — ЕВ) (10.3.17) 

EDU) = PCED, tPs < r xlr — 0) Є B nt) (10.3.18) 
сво) = (саво) G >o) (10.3.19) 
Gs = 6%(0) (10.3.20) 
LD = Í. 24) (10.3.21) 


* 156 * 


从 而 
Bo = бию = (G, В) 一 |9 (10.3.22) 
5138 10.3.3. (7520, i€ Е} 是 拟 规格 方程 


x= У) а У) RG, B), (ЕЕ) (10.3.23) 
ро» qi ієрмә 4: 


的 最 小 非 负 解 . 

ЗЕ, 注意 Cr 一 0)€ B) 是 一 个 可 推 集 ， 在 定理 9.7.2 中 令 
vli) = 1G; € E), A = (х(т, — 0) € B), H = $, D = A, 立 得 本 
引 理 , 

引 理 10.3.4. 对 于 > 0, {h(i,B) — #® — ČD) i cE) 
是 拟 规格 方程 


me — + MAG се W) Ge F) (103.24) 
оро А + q; 
的 最 小 非 负 解 . 


证 ， 在 定理 9.6.6 中 令 „(р =1 GEE), 4 一 D,A 一 0, 立 
得 我 们 的 引 理 。 

引 理 10.3.5. 

(L%n,;e E) Q> 1) 是 第 一 型 轿 喜 方程 


s= У us + EEB, Ge Е) (10.3.25) 
рио 4; qi 


的 最 小 非 负 解 . 
证 。 由 定理 9.6.6 立 得 我 们 的 引 理 . 
引 理 10.3.6. 
p (m < z, x=,€A UH, т <ç ç < r,, (т) = i) 
一 а 2% „(Пар GEE) (0.3.26) 


证 。 由 引 理 10.3.1 立 得 此 引 理 . 
FERTA нў (0), Bia), fE 及 ami 分 别 代替 S 9.3 中 
引入 的 记号 нра G), $; GQ), нра 及 ami). 而 нба» нра) › 
H$; G) нра 5 пт) 则 让 给 我 们 现在 研究 的 一 阶 0 过 程 用 . 
以 Cw) 表示 x《:,w) 的 第 一 个 飞跃 点 ,如 TC(w) = oCo), 
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WG то) = о(о), 否则 以 zo) 表示 rm(o) 后 的 第 一 个 飞跃 点 ; 
Ш та (о) BEX, H Tala) = s(o), $ то) = о0о), E 
ЖД таю) 表示 r (o) 后 的 第 一 个 飞跃 点 ， 易 证 , то) (К = 
1,2, DAEX, H. 
lm To) = 0(®) (оє 0) (10.3.27) 

H Tanlo) > т,(0), MA то) т zÇ: w) ВИЕ тоо) 
ДИ т ЕК, BIG тео) = т, (о). Вт” (в) 
ЕХ, 

АМН ЕЮ ТЕ, НА. № 


inf (2:700 << £ < o, x,€ À 
s = f! G: ее ) (10.3.28) 
жо, 如 上 集合 空 ， 
с Woa < о A 
юа y; “S (10.3.29) 
+0, O4 2 0н 
psf) = РК нал < t, т" оа < rt) 
(n> 1) (10.3.30) 
pfia lt) = Puga < t) (10.3.31) 


90) = P чар) 1,7220) (103.32) 


ифа) = |T dafia G > 0) (10.3.33) 

umg” = É а 0060) (n=1,p>0) (10.3.34) 

вт = - tedyfialt) Ср2 0) (10.3.35) 
显然 有 

afia) = > н 0) (10.3.36) 

нФ;4(4) = >; nOA) ` (10.3.37) 

ump = > нт?) (10.3.38) 


有 时 把 нт, нт 分 别 记 为 afa 和 mia, 
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引 理 10.3.7. „Г? 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 


AO = h + | PONa) GEE) 
(10.3.39) 


mQ = У | ме | Bri NCe, i) 
ёлун - "0 (ах), 


CEE, п 21) (10.3.40) 
证 ， 由 引 理 10.3.6 及 | 


НКС) 一 PCnoy < t, TD < poa < т) 
= Рол < t, TD S poa < ri) 
+ Paoa < t, нса = т) 
= Paoa Lt) + У, Pn < t, «АОН, 


ЕЯ 
160 < ç < в, (т) =j) 


立 得 (0.3.39). 
由 强 马 氏 性 、 齐 次 性 , 引 理 10.3.6 以 及 引 理 9.3.2 得 
afr Со) 一 > Piusa < 2,290 < но 
j€AUH 
тено, (a) = D 
= У) PAUH, r@ < s< r, нои < t, 

jē AUH 

х(т) = j, Т0 < нол < TD 


= У) РО) = P(xEAUH, r < +< r, 
ič AUH 
(нол = т) + m < t, T™D — T, < си 


一 < 1 — | (т) = j) 
i 
==, > P:er) = Р |, Plasa — Sft, 


iEAUH 
"о 一 т < ноа — ту < rti) 


一 zx(Cro = jD)dP (z < и, xEAUH, 
90 5 < тт) = i) 
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Р 
a > | Pi(n94 < t — u, TOD < но 
j€ AUH 一 


< т0)а4Р (т, < и, x€A UH, roD 
< +< п, er) = 0) 
= 5 (но D fp, Econ, D 
于 是 (10.3.40) 获 证 ,定理 证 毕 ， 
引 理 10.3.8. 
ФО) НОВЕ ААИ: 
ио) = ида) + D | быте, GEE) 
Fea 7 Ne 


(10.3.41) 

ZDA = У GW GO, WORA) CEE, n> 1) 
един 

(10.3.42) 


证 。 由 定理 10.3.7 及 引 理 9.3.3 立 得 本 定理 . 
引 理 10.3.9. 
sm 名 0 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
mn = 0 + У) L... o Lina.) GEE) (10.343) 


јел 


р 
нч = D D fo, СИП, Dunge 
GEE, п> 1) | (10.3.44) 
证 。 由 引 理 10.3.7 及 引 理 9.3.4 立 得 本 定理 。 
定理 10.3.1. 


{„Ф,4(2), i € Е} 是 拟 规格 方程 


х; 一 (da) RPR J 
2 fer, Rn Tas + бы 


+ > м T 9082) (а, ) G€ E) (10.3.45) 


的 最 小 非 负 解 . 
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证 。 易 知 (10.3.45) 是 拟 规 格 方程 ， 由 引 理 10.3.8 和 定理 3.2.1 
RREH, 


定理 10.3.2. 
нба) = foo, CODED + | EEE 
+ aða) Ge E) (10.3.46) 


其 中 
: = Хуа, 1) Cae (0X)) (10.3.47) 


MES (a e (8X).) 是 积分 方程 
w= | D CRA, se 
(9х), ¿Un 


ehay > СС, i) > ПСа, р 
í € іє4 


+ У) „ФПС, i) (10.3.48) 
¿€ AUH 
的 最 小 非 负 解 . 
ЗЕ, 由 定理 10.3.1 知 , 只 需 证 明 > Па, uË), Ca € 
лун 
(6X).) 是 积分 方程 10.3.48) 的 最 小 非 负 解 ， 为 此 , 令 
х® = 0 
s= Уу | G We, ре + ив, | 
jčAUH (әх). 
Е (10.3.49) 
+ „, бнаа, i) | 
(п 2 1,i€E) 
Et = 0 
(3+1) X (da) X Ca 
2% = L... „5, банопо, 98 | 


+ 13. 21 Gu, i) > ICa, j) | (10.3.50) 
ти 


+ >; $, (OHG, i) Gal, b € (0xX)) 
€ AUH 
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(0) 
У) по, Dx = У) п, i) 0=0= Eo 


IEUH ič AUH 
b€ (8X). 5 
今 假定 PEN (10.3.51) 
> NCh, iJ = EO (ЬЄ(ӘХ)) (10.3.52) 
i AUH 
则 


27 G, De 一 > пф, 0) 


лин «0н 


Г (2 k. Сина, р) ке 
+ нф) >|. y Саа, р) 


ЕЛ 
= е, (>. Gu WU, )) >, (а, р 
Е ( >, Сноп, 2) У) (а, р 
I ji €A 
+ У, aða) 
Елун 
= Í. (> ССП, 2) Фә 
е челин 
+ fev, (Z, сопс, p) D псе, p 
É ДЕЯ 
+ У „ф.@а) Ce (X) (10.3.53) 
iẸ AUH 
于 是 由 归纳 法 知 
(n) ` 
Bs 2 ПО, iz) (6€e(0X)) (103.54) 
Елин 
于 是 , 易 证 
lm 09 = У (b, i) вах 
"29 i€EAUH neo 
я 22, ПО, ъф, ба) Ф Є(ӘХ),) (10.3.55) 
€ 4 
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H lim Sb € COX)) (ID У) ПО, Dx6 G) G (ХЭ) E 


ič AUH 
积分 方程 (10.3.48) 的 最 小 非 负 解 。 定 理 证 毕 . 
定理 10.3.3. 
{uf ie E) 是 拟 规 格 方程 


s= > fioo, ČC, + 45 
j€ AUH к 
+>]. Oj) Ge E) (103.56) 
ica e 
的 最 小 非 负 解 , 


证 。 本 定理 乃 是 定理 10.3.1 在 1 = 0 下 之 特例 , 
定理 10.3.4. 


и [о Сее + | би + ри GEE) 
(X) (әх), 
(10.3.57). 
其 中 
Е*@) = ECO) (ає(ӘХ).) . (10.3.58) 


证 。 本 定理 乃 是 定理 10.3.2 在 1 = 0 下 之 特例 . 
EH 10.3.5. {ни i€ E) Q > 1) 是 第 一 型 固 查 方程 


СИАНЬ, 1); + нано 


х; = 


дн ER 
+ У ШО, 
jea Е 


Р 
+ |, СО, Dum” Ge ED 
121 јлун 4%) 
(10.3.59) 
的 最 小 非 负 解 ， А 
证 。 由 引 理 10.3.9 ЖА 3.2.2 立 得 我 们 的 定理 。 


定理 10.3.6. 


= | Таар кі + ИФ (¿€ E) (10.3.60) 
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其 中 ,对 于 任 一 1 < < p, te (0X)) 是 积分 方程 
ВО = | > бка аа) H (o, РЕФ. ss) 


(9х) ЗЕ AUH 


Р 
+ > У] Ls, геев 


1=1 70% ёлун 


+ | У) ПСБ, РЕФ (ЬЄ (ӘХ),) (10.3.61) 


(ах). Un 
的 最 小 非 负 解 . 
证 。 仿 定理 10.3.2 的 证 明 立 得 我 们 的 定理 。 
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第 十 一 章 НЕМО 过 程 


$111. 第 一 构造 定理 的 深化 


前 两 章 我 们 研究 了 最 小 2 过 程 和 一 阶 2 过程. 在 此 基础 上 ， 
本 章 来 研究 任意 的 8 过 程 . 
在 这 章 里 我 们 将 研究 三 个 问题 ，4) 样本 函数 第 一 构造 定理 
的 深化 ; В) 转移 概率 ; C) 过 份 测度 和 过 份 函数 的 分 解 定 理 。 而 
第 一 次 到 达 时 间 和 积分 型 泛 陆 以 及 状态 的 分 类 的 研究 在 方法 上 无 
新 东西 , 故 从 上 略 ， 本 节 就 来 研究 问题 A). 
定理 11.1.1。 设 X(w) = (x(z, w), t< 0(ш)} 是 任 一 0 过 
程 , 令 
Хе) = g,(XCo)) (11.1.1) 
则 
GQ) XX o6)=1<zt( o), <0 o)} a>) (О, Moxx) 
过 程 , 且 有 А 
Хе) = go(XCO (о)) (11.1.2) 
Ж Пежо, = (Па, j), а € 《OX)。, i € D,) 如 下 唯一 决定 ; 
Па, j) = PCCP) = ;|=(z, — 0) = а) 
(a € (OX).) (11.1.3) 
关于 D,, g, PUPP 的 定义 见 $ 1.2. 
(2) НЕ] Пох,жь, = PCa, j), a € (9Х)., i€ D,), 
Ga > 1) 有 如 下 性 质 : 
G) 对 固定 的 x 和 je€ D,, "a, j)(a € (OXY) 是 в. 上 的 
Borel 8] Д], 
Gi) ХЕ" > 1 £i 
Па, }) 2 Ca € (0XX, ;€ D,) (11.1.4) 
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D пе, р <1 (ав (OXX) (11.1.5) 
j EDy 
(1) WÍfE— n >21, 有 
Ba, ) = Па, j) + Oa, n + 1) 
одно + |, GG + 1, 46) — PEED O, D 
Хе 


(OX ро 


х z 
1 一 | CU 十 1 db) — Jb DIO, n + 1) 
(ax). 
— р,» (11.1.6) 
这 里 约定 局 一 一 0， 其 中 он» п, 的 定义 如 510.3. 


(3) 在 [0, о(о)) 上 有 
lim x(a, w) = x(t, w) (069) (11.1.7) 


(4) 
lim pip = p) (i,j€EE,t>0) (11.1.8) 
其 中 
pult) = P(xG) = 31500) =i) Ci, јЄ Е, е2 0) (11.1.9) 
PPA) = PP = |900) = i) 
Ci, jE E, t> 0) (11.1.10) 
ЗЕ. 由 定理 1.5.1 知 (1) 和 (3) Ж, H (3) 易 知 (参看 [2, 定 
理 6.3] 的 证 明 )(4) 34. (11.1.4) W (1.1.5) BURY. KRE 
证 明 (11.1.6) 成 立 . 


令 
Ва A xa (1) € A) а 
+o, о RAZ 
m [P 0 < ор 
HOA 人 如 cg > 0) (11.1.12) 
вр"? = рКно < +0) (11.1.13) 
由 定理 10.3.3 得 


of = | Cn + 1, 46 — БИ, IO, + + 1) 
š 
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жи ж 
х о + ни 


+£ 1, Сп + 1, db) — J, DOCA, j) 
Gb.) (11.1.14) 
于 是 
ра 十 | (Ва + 1, db) — Pty, +b, j) 
Ka Wa 1, db) — ИН Cb, п + 1) 


Gi € D,) (11.1.15) 
i A € B,, 注意 
xt, w) = x(t, w) 
(n = 1, 2, ee 0 < < 7(0)) (11.1.16) 
IHE— jE D。， 显 见 有 
P(x TI) = j, xm 一 0)EA) 
一 PCxotn(Cr) = j, "tr 一 0)eA) 
+ Pta) = ј, х0 DT 一 0)ЕА 
存在 s, zü; <;< ое АН х0) =j 
而 +0 (;)0,, TD LEs) (11.1.17) 
HP то) R: X, (o) 的 r(o) 后 第 一 个 跳跃 点 , 如 .C0) < 
oto); И тв) = о"), H (111.16) 及 引 理 10.3.2 
知 


* ЗЕЕ, 
Dairi 一 


PCr) = j, (в, — 0) € А) 
u Í AG, аа)ПеҲа, j) (1.1.18) 


Pr) = }, x+ r, — 0) € A) 
2 J AG, дата, {) (11.1.19) 
А 


но, ВДА ЗІ 10.3.2, 519 
Ре) = n 1, 0) E A 
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存在 TER < обо, фон) = jy 
iti тео) Єр, и < < s) 


- Í AG, daji Ka, в + 1) оја (111.20) 
A 
H (11.1.17)—(11.1.20) 得 
|, еа, D — nesta, D — пе, n + ПЗ 


xhli, да) = 0, (ЕЕ) (111.21) 

H A € 8. 的 任意 性 ,积分 的 绝对 连续 性 及 《11.121) 得 
"Ca, j) = M+ a,j) + Пап + 1) ° n жа (11.1.22) 
H (11.1.15) № (11.1.22) 44 (11.114), F (11.1.6) 获 证 ， 定 理 
证 毕 . 

EE 11.1.2. 若 (Q11.1.4) 和 (11.1.5) 成 立 , 则 (11.1.6) 成 立 的 
充 要 条 件 是 次 之 等 式 成 立 ; 

Па, j) = Поа, j) — Па, n + 1) ofin 


+a, n + dnf Ch + 1, db) 
(ах 


— Е Nb, р Gae (OX), jED,) (11.1.23) 
ЗЕ, (4) 必要 性 
8 (11.1.6) 成 立 , 作 方 程 


x=] божа) Опе, +X + И, 
Xle 


+ | (Ап + 1, db) — by HI", j) (11.1.24) 
OX)e 


于 是 | 
о + | OC +145) — PEDDI, i) 
х= £ 

1— Í. ў (Ао + 1, db) — fb Пе, п + 1) 
X)e 
(11.1.25) 
由 (11.1.6) 和 (11.1.25) 得 f 


Ma, j)=0 +a, ЕП Xa,n+1)X (jED,) (41.1.26) 
JE (14.1.24) RA (11.1.26) 得 I 
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Па, j) = Xa, j) + Па, в + 1) 
x | GG + 1, 40) пее, n + 1)X 
+ Па, n + Пн: + Па, + 1) 


x |, OG + 1,40) — i nes, i, 


Gi € D,) (11.1.27) 
但 
"tna, j) = Па, j) = Па, в + 1)» аР 
L пена, Df QG + 1,40) — 189) 
Xe 
x (Пень, J) + HetD(, n+ Dw), 
GE D,) (11.1.28) 
但 


Mh, j) = Nth, j) 
+ Печь, + 1)X, СЕВ, (11.1.29) 
由 (11.1.29) 得 


|, AO 40) — Re), DIOC, D 


= f, QG + 1, 40) — Rb AICA, D 


+ eb, n + 1)X), G €D.) (11.1.30) 
На (11.1.30) КД (11.1.28) 1749 (11.1.23), 
(В) 充分 性 
设 (11.1.23) 成 立 , 于 是 ,有 


Nm(a, р) = Па, }) + Па, n + 1) 
x [ыы + | (hln + 1, db) 
(ах). 
90а, p| G< Dp) (11.1.31) 


H (11.1.31) 得 
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ре С + 1, da) — 09 PIO, р 
= ИВ (И + 1, da) 一 9 Ota, р 
Т b Ся + 1,da) 一 Ete Поа, в1)ь, н 
29 [Рз QG + 1, da) — В Cta, n + D| 


x ||. Сабо + 1, а — пе, p|, 


Сер, (11.1.32) 


即 
ВА QG + 1, db) 一 5 DIOC, j) 


г | . QG + 1, db) 一 J Печь, j) 


(X): 


Ы J o AC + 1,46) — И DIC b,n +1) а 

F I ao, AO H 1, db) — ВА DIOD, n + 1 )| 

x |1, Сиб" +1, db) 一 #4 "C6, |. 
K (11.1.33) 


jE 0) 
于 是 
|| о (hn + 1, db) 一 и, I, р) 


z | 本 QG + 1, db) — 9), DCHA, ;) 


+ |, OCEN, deI, ао / 


(ах). 


| = |. (Gn + 1, db) — В DIOC, п + D|, 
G € p,) (11.1.34) 
把 (11.1.34) 代入 《11.1.31), 立 得 (111.6), 
定理 获 证 . 
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511.2. 转移 概率 


令 
Xa, п) = П(а, п) (а = 1, 2, +) (11.2.1) 
由 定理 11.1.1 知 , PO) = (ФУ, i Є E) НР”) = (pp O, 
ije FE) 唯一 决定 ,由 定理 10.2.1 知 P) (z) (#21) tH О Max Х 
D, (a > 1) 唯一 决定 ,而 由 定理 11.1.2 HA Mowe X D,(n = 1, 
2,.. .) H 2 和 Псәхә,хе= (Па, п), ає (x), n€ E) 唯一 决定 ， 
从 而 PC 由 2 和 Пою, 唯一 决定 ， 故 引入 
定义 11.1.1. 设 Xlo) = (zG, 0), 1 二 olw)} ЕО, 
П(а, п) = РСВ) = n|X(r — 0) = а) (11.2.2) 
则 称 Joosxr 一 (FTCoa， n), a € (0X),, n € E)2J X(Co) 的 特征 矩阵 
而 X(w) 又 称 为 0, Hoooe] ЗИ. 
令 


p (OQ) = Герда (11.2.3) 


ppa) = 人 dt (11.2.4) 
Е 11.21. Xlo) X TO, Пахі 过 程 , 则 
pi) = р" 
+ | G, аво) Ci 本 (1125) 


其 中 
EPA) 一 | ерх + r) = i|z=(z — 0) = a)dt 


= Ба) Ca € OX), i € E) (11.2.6) 
而 LEPP), a € (OX) 是 积分 方程 
Eo = f o, (Хоа, Рыб, ay) E” 


(Cax)c р, 
+ > шее, риа), (а є OXX) (11.2.7) 
i€D 


的 最 小 非 负 解 。 


sl7l* 


及 
Па) = РВ") = jlx(r—0)=a), Сер.) (11.2.8) 
由 2 矩阵 和 特征 矩阵 По = СПСа, п), a € (OXJon € EB) 唯一 
决定 . 
证 ， 由 定理 10.2.3 知 
ВРО) = PD + | bli dE (11.2.9) 


(әх). 


其 中 
EPOCA) 《a E 《OX).) 是 积分 方程 (11.2.7) 的 最 小 非 负 解 , B. 
Ее) 一 N сира + z) = ат 0) = а) 
Ca € (OX).) (11.2.10) 
由 定理 111191 ` 
lim(w: t +r) =) = (о: xK(¿ + т) = j) (11.2.11) 
于 是 由 122, $ 1.3] 中 陈述 的 条 件数 学 期 望 的 性 质 巨 得 
lim P(x (A) = j|*(z — 0) = a) 
= РСа(ет) = jlxCrt—0)=a) (a€ (OX)), (11.2.12) 
从 而 
Вт Е) = Г eup(x(1 + r) 
== ј| (т — 0) = а) (a€ (OX).) (11.2.13) 
对 (11.2.9) 的 两 端 在 > 一 co 下 取 极 限 并 注意 (11.2.13) 和 
(2, һб, da) <1 (11.2.14) 
@ | . 
a= | hC, daf eup(x(t + r) 
= ;|*(z 0) = a)dz (ae (0X).) (11.2.15) 
于 是 ,由 定理 11.1.2 立 得 我 们 的 定理 . 


5113. 过 份 测度 和 过 份 函数 的 分 解 定理 
本 节 将 直接 引用 [23, 第 一 章 ] 的 一 些 定义 和 记号 , 如 GTM, 


"172。 


流入 律 和 流出 律 等 . 
定义 11.3.1。 一 个 行 矢量 HH = C) 叫做 一 个 过 份 测度 ,如 果 


0<H<=+% (11.3.1) 
НП) <SH 对 一 切 : 宇 0 (11.3.2) 

若 更 有 
lim HI (2) = 0 (11.3.3) 


则 Н 叫做 严格 过 份 测度 . 过 份 测度 H 叫做 是 调和 测度 ， 如 果 
(11.3.2) 中 的 等 号 成 立 。 在 这 里 H (2) 是 一 个 GTM. 
EX 11.3.2. 一 个 列 矢 量 D = 《4 由 做 一 个 过 份 函数 ,如 果 


0 <D < + о (11.3.4) 
пор < Юр 对 一 切 上 二 0 (11.3.5) 
若 更 有 
lim TCD)D 一 0 (11.3.6) 
WID URRIAK. E RAR D U ARAR, aR C11.3.5) 
中 等 号 成 立 . 
EX 11.3.3. 一 个 流入 律 FC ) 叫做 可 积 的 ,如 果 
[еса < + о (11.3.7) 
Н WE) 叫做 可 积 的 ,如 果 
[woa < + ° (11.3.8) 


注 11.3.1。 并 非 一 切 流 人 律 和 流出 律 都 可 积 ,如 取 本 (2) 为 一 
个 2 矩阵 系 保守 的 非 正 则 的 不 断 的 生 灭 过 程 。 熟知 ,这 时 五 (9 的 
每 个 状态 都 是 常 返 的 ， 所 以 , HO = pi G) (固定 ) 是 不 可 积 的 
WA, W .G) = р; (0) (i 固定) 是 不 可 积 的 流出 律 . 
[23, 第 一 章 ] 的 命题 3 іл: E HH 是 一 个 严 烙 过 份 测度 , 则 存 
TRAE FC ) 使 
H= N FC ds (113.9) 


mE FC) 是 唯一 的 。 
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RSR HEER ARRA: 


(A) ЕС) 是 一 个 流入 律 , 则 由 (11.3.9) 定义 的 H 一定 是 
一 个 严格 过 份 测度 吗 > а A 


(B) 对 于 过 份 测度 应 有 什么 结果 呢 
(C) 对 于 过 份 函数 相应 的 结 а me 
本 节 的 目的 是 给 出 上 述 三 个 问题 的 解答 。 
51381131. Z: H> 0 £ 

Ё HJI) < + co 


则 
H < + о 
WE. ARJA E A hi = +оо, ИЕН p z) >0(0 < 
知 
hipit) 一 十 co (0 =< ¿< +оо) 
从 而 


hipu) — + оо (¿— оо) 
НН > 081 (11.3.10) 知 
lim Aipa (z) < lim У) hipi) 一 十 oo 


< 
i 


(11.3.13) ЖИ (11.3.14) ЖЕ, FÆ (11.3.11) ARM. 


(11.3.10) 


(11.3.11) 
< < 十 oo) 


(11.3.12) 


(11.3.13) 


(11.3.14) 


3 11.3.2. 引 理 11.3.1 说 明 ， 严 格 过 份 测度 可 定义 为 满足 条 


件 (11.3.2) 和 (11.3.3) 的 非 负 行 矢量 . 

引 理 11.3.2. # 再 是 过 份 测度 , 则 极限 

lim Но 
存在 ,而 且 非 负 有 限 ， 若 令 
Ñ = iim НПО 

则 站 是 一 调和 测度 . 

ЗЕ, H (11.3.1) 和 (11.3.2) 知 

+° > H > Нид > НИС + ғ) > 0 

KURIR Ñ = lim НИС) fte i B Ear. Еа 
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(11.3.15) 


(11.3.16) 


(11.3.17) 


> hipi(s)palt) < hipa G) (11.3.18) 
i 


У) Ара) < h, (11.3.19) 


> Á pa) == >; (im 3 һр) Раб) 


т 


= D) lim >) hp pu 
= lim > > вур ри GO 
i $ 
= lim > hi > PiiCs)pi G) 
= lim > Ари +s) 
я 
= lim У) дри) = À, (11.3.20) 
了 


所 以 自 是 调和 测度 . 
定理 11.3.1。 HH 为 过 份 测度 的 充 要 条 件 是 它 能 表示 成 如 下 形 


A: 
H= Â + È 0а (11.3.21) 
其 中 人 为 调和 测度 ,FC ) 为 可 积 流入 律 。 而 且 
Â = im НИ (11.3.22) 
ЕС) = — 910) (11.3.23) 
dt 


从 而 过 份 测度 的 表示 法 (11.3.21) 是 唯一 的 . 
证 。 设 H 为 一 过 份 测度 ， 令 f 
GCs) = H — Нп(:) G11.3.24) 
根据 [23, 第 一 章 命题 2] 知 ,存在 一 个 流入 律 FC ) 使 


HOA -HIC s) = GCs) — GC) = | FCu)du (11.3.25) 
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ЕН Г23, 第 一 章 的 命题 1 的 b)] 知 
lim НПО = Н (11.3.26) 


由 引 理 (11.3.2) 知 
im HIÇ + s) = lim HIC) = ñ (11.3.27) 


是 一 个 调和 测度 ， 于 是 由 (11.3.25) 得 
+e > H — ñ= | Feau (11.3.28) . 
Mma ЕС.) 是 可 积 的 , 且 (11.3.21) RM; 
反之 , 设 H 为 一 调和 测度 , ЕС.) 为 一 可 积 的 流入 律 , 令 
н-й+ в (ими (11.3.29) 
于 是 
HI) = Ñn( + Г Е(и)ди (11.3.30) 
H Й т, ЕС) 非 负 可 积 ， (11.3.29) Fa (11.3.30) 得 
0<H< +o, HI) < Ñ + [Feau =H (11331) 
FEH 为 过 份 测度 
设 (11.3.21) 成 立 , 于 是 有 
Hn = Ёл) + [сааи =й + | Е(и)ди (11.3.32) 


IH FC) 可 积 和 (11.3.32) 3749 (11.3.22) ЖИ (11.3.23), 

至 此 ,定理 证 毕 . 

Я 1.31. H 为 严格 过 份 测度 的 充 要 条 件 是 它 能 表示 成 如 下 
ÉR: 


H =f FO) (11.3.33) 
EH ЕС.) ЖИЛ. mE 
F) = = (11.3.34) 


从 而 严格 过 份 测度 的 表示 法 (11.3.33) 是 唯一 的 . 
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根据 [23 , 第 一 章 ] 中 所 指出 的 流出 律 和 流入 律 关于 GTM 的 
对 称 性 并 注意 定理 11.3.1 立 得 
定理 11.3.2， D 为 过 份 函数 的 充 要 条 件 是 它 能 玫 成 如 下 的 形 


A: ! 
р=б + f Wde (11.3.35) 
на Б 为 调和 函数 ,W(. ) 为 可 积 的 流出 律 ， 而 且 
б = im TCDD (11.3.36) 
W()=— #1090 (11.3.37) 
t 


从 而 过 份 函数 的 表示 法 (11.3.35) 是 唯一 的 . 
系 11.3.2. D 为 严格 过 份 函数 的 充 要 条 件 是 它 能 表示 成 如 下 
的 形式 ; 


D= | Wedi (11.3.38) 
其 中 WK: ) 为 可 积 的 流出 律 , .而 且 
М() = – «1100 (11.3.39) 


从 而 严格 过 份 函数 的 表示 法 (11.3.38) 是 唯一 的 ，。 
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第 五 篇 ” 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 构造 论 


第 十 二 章 Q 过 程 的 唯一 性 准则 


$ 12.1. 5] ë 


设 X = {rlt o), t 二 olw)} 是 定义 在 完备 概率 空间 (8,.F， 
P) 上 的 齐 次 可 列 马 尔 可 夫 过 程 ,其 相 空 站 6 = (1, 2,.…), 其 转 
移 概率 为 pG). 1,36 E,í 之 0, 它们 是 一 组 满足 下 列 条 件 的 实 值 
их 


Ри) > 0 (12.1.1) 
У) р) <1 (12.1.2) 
1&Е 
У) PROP) = рб + 5) (12.1.3) 
ДЕЕ 
im Pult) = pi(0) = 6;, (12.1.4) 
H b = 1, 6;; = 0 G >< j). 熟知 ,这 时 存在 极限 
lim РШ 00 о, (12.1.5) 
1-0 t 
ME 0 < z; < +C = j), 0 < qi = —qú < +co, У) <0. 


М q, < HOCE E) 时 , 称 过 程 是 可 微 的 , 简称 Q = Cq) 为 过 程 
的 密度 和 矩阵, 而 过 程 六 二 {x(t, o), 上 <cCo)} 则 简称 为 2 过 程 ， 
以 表示 它 与 2 有 (12.1.5) 式 的 关系 . 如 果 两 个 2 过 程 有 相同 的 
2160), 我们 就 把 它们 看 作 同 一 2 过 程 ， 故 在 下 面 也 称 满足 
(12.1.1) 一 (12.1.5) 式 的 (pij(z)), ВАНА ХО 过程. 
定义 12.1.1。 HKEE E X E E tJ НИ: O = (q) ХО 
E£, 如果 0 满足 : 
0 < 4; < +оо( > j), 0 << q, = —q; < +co 
Dau <0 GEE) (12.1.6) 
ЇЄЕ š 
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如 果 还 有 
У) ;=0 GEE) (12.1.7) 
ЕЕ 
则 称 8 为 保守 的 8 矩阵 . 
显然 ,每 个 可 微 的 过 程 的 密度 矩阵 是 8 和 矩阵， 反之 ,有 下 列 三 
个 基本 问题 需要 回答 : 对 任 给 的 一 个 0 和 矩阵, A) 是 否 存在 一 个 8 
过 程 呢 ? B) 如 果 09 过程 存 在 , 那么 怡 好 存在 一 个 的 充 要 条 件 是 什 
2069 C) 如 果 知 道 2 过 程 不 唯一 了 ,那么 全 部 2 过程 如 何 构造 出 
来 ? 
1945 年 ，Doob2 回答 了 第 一 个 问题 ,他 证 明了 , 对 任 给 的 一 
个 0 矩阵 ,8 过 程 总 存在 ,而且 只 有 两 种 可 能 , 或 者 只 存在 一 个 0 
过 程 ,或 者 有 匹 穷 多 个 。 对 于 8 为 保守 的 情况 , 第 二 个 问题 , BD Q 
过 程 的 唯一 性 问题 ， 早 在 1940 年 已 为 ЕеПег2 所 解决 ， 关于 第 
三 个 问题 , 即 求 出 全 部 2 过 程 的 问题 , 最 近 十 几 年 来 , 引起 了 广泛 
的 注意 ,但 距 彻 底 解 决 还 差 得 很 远 . 
本 章 的 目的 是 : HECA О НВ (未 必 保守 ), 找 出 0 过 
程 唯一 的 充 要 条 件 , 即 要 证 明 
定理 12.1.1。 设 任 给 一 个 0 矩阵， 则 存在 唯一 的 人 过程 的 充 
要 条 件 是 下 列 二 条 件 同 时 成 立 : 
G) 
intà > 2") = m > 0, 0<}< +оо (12.1.8) 


KÉ. TER 


Hp Pri = (pph), i, ie) 是 最 小 2 过 程 , 即 
ву") = r Cup (Dat (1,36 Е,0 << +оо) (121.9) 
而 
160) = > KPO) G,;j€ E) (12.1.10) 
0) = ae G, je E) 
ВРС) = > | етих (12.1.11) 
: >20, i j € E) 
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Gi) МЕНЕ JEANIE, BIR OË: 
жи (ва D O= Сев) 或 方程 


а еру ¿> 0 


12.1.12 
0 <n, X, nG) < +оо ( ) 


ЯН, Нин n = (aC), (2), ---), 0- = (0, 0, .-.). 而 最 

小 2 过 程 不 断 的 充 要 条 件 是 2 保守 且 方 程 
ss 1 二 0 
0 <U<1 


| 


下 面 我 们 首先 给 出 定理 12.1.1 的 证 明 ， 而 后 把 它 应 用 到 几 个 
特殊 情况 上 及 给 出 它 的 另 一 等 价 形式 ， 最 后 证 明定 理 12.1.1 的 条 
件 G) 和 (ii 是 独立 的 及 给 出 条 件 〈iD) 的 概率 意义 . 

Ол. 上 述 定理 就 是 [26] 中 的 定理 11, 但 两 者 的 条 件 
Gi) 的 陈述 稍 不 同 。 加 条 件 Gi) 的 目的 是 使 满足 柯 氏 向 前 微分 方 
程 组 的 2 过 程 愉 有 一 个 .这 个 条 件 为 G. E. H. Reuter 在 [27] 中 
所 给 出 , 在 [26] 中 我 们 引用 了 这 一 结果 。 但 最 近 Reuter 来 信 指 
出 这 一 条 件 有 小 错误 存在 ,并 在 [34] 中 改正 了 这 一 毛病 ， 其 正确 
结果 是 : 

СТ) 满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 8 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 最 
小 2 过 程 不 断 或 方程 (12.1.12) 只 有 零 解 . 

这 一 毛病 的 发 现 , 也 必须 对 Вешег 的 其 他 有 关 结 果 作 如 下 的 
修正 : 

AD 满足 柯 氏 应 前 微分 方程 组 的 2 过 程 有 无 穷 多 个 的 充 要 
条 件 是 最 小 2 过 程 中 断 且 方程 (12.1.12) 有 非 零 解 . 

(Ш) 若 最 小 2 过 程 不 断 或 方程 组 (12.1.12) 正好 有 一 个 线性 
独立 解 , 则 满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 不 断 的 2 过 程 唯一 ; 若 最 小 
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(12.1.13) 


2 过 程 中 断 且 方程 (12.1.12) 有 多 于 一 个 线性 独立 解 , 则 满足 柯 氏 
向 前 微分 方程 组 的 不 断 的 8 过 程 有 无 穷 多 个 。 据 (1)， 我 们 修正 
了 [26] 中 定理 1.1 中 第 二 个 条 件 的 毛病 ,而 成 为 当前 的 定理 12.1.1 
中 的 条 件 Gi). 在 下 面 凡 引用 [27] 中 的 这 些 结果 时 ， 都 是 指 经 
С. E. H. Reuter 修正 过 的 上 述 结论 ， 不 再 随处 申明 . 今 在 此 对 
G. Е. H. Reuter 教授 表示 谢意 ， 关 于 定理 12.1.1 中 的 最 后 一 句 话 
“最 小 2 过 程 不 断 的 充 要 条 件 是 …” 习 知 为 真 , 故 在 下 面 定理 的 证 
明 中 将 不 顾及 . 


8122. Л 个 引 # 
2138 12.21. 若 定理 12.1.1 中 的 条 件 G) 成 立 , 则 方程 
ss s ¿> 0 (12.2.1) 
0, И <1 А 
只 有 零 解 . 
ЗЕ. H (12.1.9)—(12.1.11) RYE, (РА), i € E) 是 第 一 
型 围 壹 方程 | | 
Sy qix СПА 
uli) > 11. ulk) + Tra СЕЕ) (12.2.2) 


的 最 小 非 负 解 ， 于 是 由 定理 3.32 知 , fi J oO) ie в) 是 拟 
规格 方程 


ЧЕЙ ; А 
u(i) > “aenea E и(к) + 


Atq 


- GEE) (122.3) 


的 最 小 非 负 解 .所 以 , 由 7 >) р") < 1, 定理 12.1.1 中 的 条 


1ЕЕ 
件 G) 以 及 系 3.2.4 得 知 , 旋 程 
ui)= У) -L ulk), А2 0 
@ Ë 1+4 和 . | (12.2.4) 
0 <uG)<1 Ge E) 


只 有 零 解 。 然而 方程 (12.2.4) 是 方程 (12.2.1) 的 等 价 方程 , 所 以 
方程 (12.2.1) АНИ, 
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注 12.2.1。 由 $12.7 知 , 引 理 12.2.1 的 逆 不 真 . 但 在 有 限 非 
保守 的 情况 下 , 引 理 12.2.1 的 逆 真 , 即 方程 (12.2.1) 只 有 零 解 与 定 
理 12.1.1 中 的 条 件 (i) 等 价 ， 这 是 引 理 12.2.1 和 引 理 12.8.2 的 直 
ВН. 

5138 12.2.2. $ 

uml)=1—1 У) р") GEE) (12.2.5) 


jE 


MJ34 д ЖЕ GD RREI 2 增 大 时 У) 加 PC2) Ж, 


ЕЕ 


证 ,由 于 {2 У G), ге в} 是 方程 (12.2.3) 的 最 小 非 负 
解 ,及 0 过 4 а) <1, В (С), i € E) 是 非 负 线性 广 


ЕЕ 
Ë: 
-D 4 
i) = > ео tiep Р 
0<uG)<1 


的 最 大 解 ,并 且 此 最 大 解 可 由 下 列 方 式 得 到 ， 令 
um) =1 GEE) 


_ > fii 
аен) = > E uk) + E (12.2.7) 


ë ЕЕ, n2 1) 
则 
ui) | uli) (nl) +) (12.2.8) 
H (12.2.7) I (12.2.8) RAI ЧА WAN, wC) ЖАМ, 
3138 12.2.3. 定理 12.1.1 中 的 条 件 (i) 与 下 列 条 件 等 价 : 
存在 某 个 常数 0 < L, < +оо, 使 
inf 2, У) PR Oo) = m, > 0 (12.2.9) 
ТЕЕ ЇЄЕ 


证 ， 显 然 ,只 需 证 明 由 上 述 条 件 可 推出 定理 12.1.1 的 条 件 (i). 
下 面 分 两 种 情况 证 明 . 
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(1) 0<1< ho 
m> inta У) рун) 一 之 加 >0 (12.210) 
ЕЕ ТЕЕ 2 


(2) и < 2 < +o, 

由 引 理 12.2.2 ДІ, m 2 na, > 0, 5190 12.2.3 E. 

1 12.2.2. 熟知 ， 定 理 12.1.1 中 的 条 件 Gi) 等 价 于 最 小 2 过 
程 不 断 或 方程 (12.2.12) 对 某 个 常数 0< ) = А < +co 只 有 零 
解 ， 半 是 ,由 引 理 12.2.3 知 ,定理 12.1.1 中 的 两 个 条 件 都 可 用 形式 
上 较 弱 .实质 上 等 价 的 条 件 代替 ， 

8138 12.2.4. 存在 与 1 EXTIR а = (а(1), «(2),…) 
>0., (Ë арг" ар?а Жа], В) 

ду У (ры = У ал РЖ < +оо 


ЕЕ iE ЕЕ 
(0<2< +9) (12.2.11) 
У) (0) = +оо (12.2.12) 
ТЕБЕ 
的 充 要 条 件 是 


inft 2 У) рт") = m = 0 (0<4< +оо) (12.2.13) 
i€B jeE 


或 等 价 地 ,存在 某 一 个 常数 0 一 加 一 +oo, 使 
inf o > РСА) = т 0 (12.2.14) 
168 PEE 
证 。 先 证 充分 性 ， 
由 于 0 < 1 У) PO < 1, 政 使 (12.2.11) 式 成 立 的 行 矢量 
1 ЕЕ J 
a > 0- 是 存在 的 ,如 选 a(i) = 27 G € E), AER (12.212) Ñ 
成 立 , 则 条 件 的 充分 性 获 证 。 所 以 , 下面 我 们 假定 所 选 的 a > 0-， 
48 (12.211) 式 成 立 ， 而 〈12.2.12) 式 不 成 立 . 任意 选 定 一 个 数 
0< Z< +оо, 由 于 (12.2.13) 式 , 可 选 忆 的 无 穷 子 集 志 使 
>>, P(N) < +оо (12.2.15) 


ЕЕ 


1) 一 般 地 , 一 个 行 矢量 p = (ФО), 002), --) 可 和 是 指 >) oG) <. 
і 
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Ê, =G: ¿€ Ê, aG) > 1) (12.2.16) 
Ê= G: ie É, aG) < 1) (12.2.17) 
arn _ Га), ¿€ (ENÉ) 
=fr 7 (12.2.18) 
则 
áli) > ali) > 0 G€ E) (12.2.19) 


> 9002, има, >= >, aD > РО) 


ТЕЕ\ 


+ 211, ру) < У) а > PR Co) 


ТЕЁ ЕЕ ТЕЕ 
+ 21 У, Од) < +оо (12.2.20) 
¿Ë ЇЄЕ ` 
而 
2190 > заб) FD 1= +оо (12.2.21) 
ТЕЕ {ЕЕ 
考 引 理 12.2.2 的 证 明 , 易 知 ,对 任 一 0 < 2 < +оо, 有 
2 600 У) "а < +оо (12.2.22) 
于 是 , 引 理 12.2.4 的 充分 性 得 证 . 
再 证 必要 性 . 


若 (12.2.14) 式 不 成 立 , 则 由 引 理 12.2.3 知 ,这 时 有 
inf 4 > РОМС) = >00 (0<4<+%) (12.2.23) 


若 有 a > 0-, 使 
>) «02 >" < +оо (0<4< +оо) (12.2.24) 
则 由 (12.2.23) 式 得 
之 > «2 之 PPO) > т > ali) 
а +оо) (12.2.25) 


ЕН (12.2.24) #1 (12.2.25) 式 得 
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m У) aCi) < +оо (12.2.26) 


ЕЕ 


1 m > 0 É. (12.2.26) 式 得 
У ар < +оо (12.2.27) 


{ЕЕ 
是 , 引 理 12.2.4 的 必要 性 获 让 ， 
引 理 12.2.5， 设 Ø) = (pl); 1, jE E, : > 0) 是 满足 柯 
氏 向 后 微分 方程 组 


D'e) = 0Ф(0) ` (12.2.28) 
的 一 个 2 过程， 若 令 


pua) = (беч даг G,je 8; 0 << +co) (12229) 
Pyy 
PP = Pi) GEE) (12.2.30) 


则 列 向 量 组 PP Ge E) 线性 独立 即 若 实 数组 e, (у € Е) 使 对 基 
—,>0, > e P; 绝对 收敛 于 0， 则 
а; =0 (j€ E) (12.2.31) 
特别 , 列 向 量 组 
iQ) 
Ppr = (=o) GEE) (12.2.32) 


` 


线性 独立 . 
证 。 由 @(z) 是 满足 方程 组 (12.2. 的 8 过 程 及 (12.2.29) 得 


м0) = 25 т P Q {Є Е) (12.2.33) 


从 而 
0 一 > aipi(2) = > > ея sp GQ) + а Е 
ЇЄЕ ЇЄЕ kx; à+ qi 
ER /Le А Kak prepa Gata а: ЕЕ 
= 2 ары ) На TER G р) 
(12.2.34) 
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从 而 (12.2.31) 成 立 。 hiho d Ga); i, j € E, r > 0) 满足 
(12.2.28) 立即 得 到 本 引 理 的 最 后 部 分 。 


$12.3. 主要 定理 的 证 明 


定理 12.1.1 的 证 明 . 

先 证 必要 性 部 分 。 

若 定理 12.1.1 的 条 件 Gi) 不 成 立 , 则 由 [27] 知 满足 柯 氏 向 前 
微分 方程 组 的 2 过 程 不 止 一 个 ,于 是 C 过程 非 唯一 . 

若 定理 121.1 的 条 件 G) 不 成 立 ,于 是 由 引 理 12.2.4 知 , 存在 
与 1 无 关 的 行 矢量 a= (a(1), «(2), +.) 2 0, 使 ap7 (0 < 
< +оо) 可 和 ,但 a 不 可 和 。 由 汪 不 可 和 ,有 


(- У a) G; 
~ 一 一 一 0 G,j€ E) (12.3.1) 
Ck 
А ДЕЕ 
于 是 ,由 文献 [28] Я 
P, = Рр" + ашу «аР? (12.3.2) 
是 一 个 2 过 程 ,而 且 是 不 断 的 。 于 是 
РА =1 (12.3.3) 
由 条 件 Qi) 不成立, 可 知 А 
prinls1 (12.3.4) 
所 以 
P,P (12.3.5) 
故 9 过 程 非 唯一， 至 此 ,定理 12.1.1 必要 性 部 分 得 证 . 
再 证 充分 性 部 分 . 


设 定理 12.1.1 中 的 条 件 G) 和 (ii) 成立， 证 0 过 程 唯一 ， 不 
妨 进一步 假定 最 小 2 过 程 中 断 , 否 则 2 过 程 已 唯一 . 

以 Р, = {pi(4); i, jE E) 表示 任 一 2 过 程 . 熟知 ， 对 每 个 
jE E, [pi GAD, i € E) 满足 方程 


> qk „+ Èi GEE) (12.3.6 
А а ТАЕ. № ) ) 
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(ро; ie F) 是 方程 


n= У ЧА, + би GEE) 
19: 2 + qi 4 十 9 


的 最 小 ( 非 负 ) 解 .于 是 ,容易 论证 
Pa) — PA) 20 (1,36 E) 
K Apu) 一 РО iE E) 满足 方程 
z > > Taeg” GEE) 


令 
—li—, ixj 
ri (2) = А+ д: 
0, i=j 


Ri = (5.02); i, j€ E) 


(12.3.7) 


(12.3.8) 


(12.3.9) 


(12.3.10) 


(12.3.11) 


FÈ, (p (Q) 一 ОЕ Е} 是 以 Ri 为 转移 概率 矩阵 的 马 氏 
链 的 过 份 函 数 。 BA, 这 个 链 是 非常 返 的 ， 由 引 理 12.21, 文献 


1310 У) 2-6% 0р2) — р") < У) 2799 < Боо H, 


1ЄЕ ЕВ 
pa) — р") = УСО) > 0 


G, j, a € E) 


其 中 
aCi, а = Pa) _ (a; jE BY 
G Узро) 177 
КЕЕ 
$ 
ре. (a Pe BS 


> ори") 
КЕЕ 
把 (12.3.13) #1 (12.3.14) RIRA (2.3.12) 式 得 
pi (A) = рО) + У ра 


КӘС) 20 (22 0; 4, ј, аЄ Е) 


(12.3.12) 


(12.3.13) 


(12.3.14) 


(12.3.15) 
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由 文献 [29] 知 , P, = {р,,(2): i, j € Е} 必须 满足 


р, >20 (>0) (12.3.16) 
А1 <1 (220) (12.3.17) 
P, — Р, + (А + PP = 0 (2, и> 0) (12.318) 
lim 2(2Р, 一 D=ọ (12.3.19) 


Jeh, ОЖИЛИЙ fE dEBE. HHC12.3.15)80(12.3.17) 
AR 
FP = GPA) PO) =) > 0- 


”及 


GQ > 0, ає Е) (12.3.20) 
а Уриа) +a У) pa) F, 1] <1 Ge E) (12.3.21) 
ЇЄЕ “E 
由 (12.1.4) 式 有 
hprin(1) >20, (А220, ає Е) (12.3.22) 
H (12.3.21) #1 (12.3.22) 式 得 
[Fi?,1] < +оо (22 0, аЕЕ) (12.3.23) 
这 里 及 以 后 用 


[0, C] = oC = >)oGD)CG7 (12.3.24) 


ca) 
表示 行 矢 量 p = A), pQ), ---) 和 列 矢量 C = | с 的 内 


积 . 
由 Рі" 满足 (12.3.18) 式 得 
pinta) Е Pria + (2 a u) PPP pio = 0, 
(2, n> 0, a€ E) (12.3.25) 
令 
Alu, А) = I+ (a — ОР (А, u>0) C(12.3.26) 
НР" ЛДЕ (12.3.18) 式 , 得 
Alu, v)Alv, А) = Alu, А) (12.3.27) 


+188 > 


Au, AJP" = Рут (12.3.28) 
(12.3.28) 式 即 
Alu, PED = Prio (¿€ E) (12.3.29) 
#8 (12.3.15) АКЛ (12.3.18) 式 , 并 注意 РГ" 也 满足 (12.3.18) 式 
及 引 理 12.2.5, 得 
FAC, u) = Е + Cu — 2) УЕ, Pie) F (12.3.30) 


те Е 
ЕН (12.3.20) 和 (12.3.26) АЖ, 4 2 > u > 0 BJ, Fi?.4(7, и) > 
0_; H G12.3.30) АЖ, 4 u 22 > 0 Bf, FOA, и) 22 0_. BH 
以 , 对 于 任意 的 4, u > 0, 恒 有 Fi2.4(2， и) > 0-. 由 (12.3.30) 
式 得 
[FPA u), 1] = [F2,1] + Cu — 2) 


x У FP, РЕР, 1] (12.3.31) 
Е 
H (12.3.15) 得 
Pl = Pp] + D Pee FA, 1] (12.3.32) 
ЧЕЕ 
故 
[Fi®?, Р) = (Е, РР] 
+ У Е, РФР, 1] (12.3.33) 
ТЕЕ 
А а 
[Fi?, P,1] = -- L Е, РЛ < L (FP, 1] < +% 
s 0) (12.3.34) 


H (12.3.23) #1 (12.3.34) 式 知 
УЕ», РЕУРОДЕЮ, 1] < 十 co (12.3.35) 


ТЕБЕ 
ЕН (12.3.23), (12.3.31) 及 (12.3.35) 式 得 
мы © (02.3.36) 
BH FWA, u) 可 和 。 今 暂 男 定 “ 及 1 > 0, 而 令 
p, = Fi24G, и) (a> 0) (12.3.37) 
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于 是 o, > 0_ 且 可 和 ,并 且 由 (12.3.27) 式 得 
p,Alu, v) = р, (и, ъ 2 0) 


(12.3.38) 


根据 文献 [29， 引 理 221 及 定理 12.1.1 的 条 件 〈ii) A, FEH K 
无 关 ( 但 与 “< 和 1 有 关 ) 的 行 矢量 Bi > 0-, 使 Bi?Px" 可 和 , 且 


LFA, и) — FPA, u) = BP (z > 0) 
ЕАИС, u) = BOPI" Ca > 0) 
H (12.3.39) 和 (12.3.40) 式 ,特别 取 x = 248 
IFP — Fo = В (22 0) 
Fo = BPP > 0) 
在 (12.3.30) 式 的 两 端 右 乘 以 (w7 一 0) 后 ,得 


BP = BP + Cu — 2) 2 RP, РЕВ 
ТЕЕ 


从 而 有 


(12.3.39) 
(12.3.40) 


(12.3.41) 
(12.3.42) 


(12.3.43) 


(BP, 11 = (82, 11 二 (一 У) FO, PO] [ 82, 1) 


ТЕЕ 


Н Р, Ап Ру" 都 满足 (12.3.19) 和 (12.3.15) 式 ,得 
lim Др "СА)АЛӘС) = 0 G,j,a€ E) 


特别 有 
lim Apa ONPG) = 0 

但 

lim Apa (A) = 1 
故 

lim А) = 0 
更 有 

lim ВС) = 0 

ЕН (12.3.41) 5.48 


(12.3.44) 


(12.3.45) 


(12.3.46) 


(12.3.47) 


(12.3.48) 


(12.3.49) 


АВС) + ай” = У Вера, + LPG (12.3.50) 


іж} 
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ЕН (12.3.43) 式 知 ， 当 增加 时 ， Во RIH, Хн (12.3.48), 


(12.3.49) М (12.3.50) 式 , 得 
к 0 (21 +оо) (12.3.51) 
现 分 下 列 儿 步 去 完成 定理 的 证 明 . 
(1) AiE 


TB， 1 < ЕР, 1 < +0 (д> 0,а6Е) (12.3.52) 


证 ， 由 (12.3. 23) 式 和 定理 1 1.1 的 条 件 (D), 只 需 证 明 (12.3.52) 
式 的 前 半 部 分 ， 由 (12.3.42) АЖ, 
МЕХ, 1) = Ру", 11 
= 1850, ар" > 1810, 1 (12.3.53) 


В, 1] < Ею, 1] (12.3.54) 
Na 


(12.3.52) 式 得 证 
(2) 试 证 
Cu = ПЕР, PeO] 
Pa IBP, P: miata] =. 181°, Pin] < +оо 
(à, и 2 0, а, t€ Е) (12.3.55) 
证 ， 注 意 到 
[BPP] <z 7 (В, 1] < +оо (4,и>0) (12.3.56) 
sp Pa) АЮ «+ < +90 
(2, > 0) (12.3.57) 
K 
(и ¿= УЕ, Prix») = Cu -n 2)[ (ертіп Printo] 
= (п В», РРР] = [B], (и— PEPEO] 
= [8{°), prio 一 Pri 02] = 18°, Ре] 
= (812, Ро] (12.3.58) 
即 得 所 和 欲 证 . 
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(3) 试 证 
У 189. 11Р" <(2-1)1 (и> 0) (12.3.59) 
Np 


TEE 
3E. H (12.3.15), (12.3.17) № (12.3.52) 式 得 
1> uP,l = upin] + Xy «ЕЙ, ПР" 


ТЕЕ 


>11 + У „ГВФ, ИР" 
ТЕЕ 


= 1, (1 + У) [BP 1P) (12.3.60) 
ТЕЕ 
从 而 , (12.3.59) RIY. 
(4) 试 证 
D BP, 182, PRO] < (1. — 1) (8, 11 < += 
ТЕЕ Nya 
(1, > 0,a€ Е) (12.3.61) 


ЗЕ, HH (12.3.52) № (12.3.60) 式 得 
> 18, 180, ПР" = |e, а) У 18%, ИР" 


1ЄЕ TEE 


< [в =] = (esi [89,1 < +оо 
(12.3.62) 
(5) 试 证 
1819,1 = [82, 1) + У) (80, 187, ПРГ) 


ЕУ БЭ: 18°, [82， 1Pzinc21| < +оо 


(2, и> 0, a€ Е) (12.3.63) 
3. (12.3.52) 式 ， 显 然 只 需 证 (2.3.63) 式 的 前 半 部 分 。 


H (12.3.44), (12.3.55) № (12.3.61) 式 知 ， 


1810,10 = 182,10 + У) G — ИЕ, РЕЗОВ, 1 


ЕЕ 
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= [B®, H + У} (BP, Pri] 


ТЕЕ 
а 18,2, Ро] Во, 11 
= [82,1] + У 8P, 180, PP] 


ТЕЕ 
— У Be, 1802, LIPO] (12.3.64) 
ТЕЕ 
(12.3.63) 式 得 证 . 
(6) 法 证 
[82.11] 0 (nt +o) (12.3.65) 


ГВ, IBP, ПРЕ" YO Cut o) (12.3.66) 


[B®, TBP, HPPO ро (иф too) (12.3.67) 
证 ， 由 (12.3.51) 式 , 即 得 (12.3.65) I (12.3.07) N: 
由 (12.3.51) 式 及 
Pu) {0 (sl +оо) (12.3.68) 
ВЕ (12.3.66) 2. 
(7) 试 证 
[82,1] =0 (4>0,a€E) (12.3.69) 
证 ， 对 (12.3.64) 式 的 两 端 在 nt +o J ЕНК. Hi 
(42.3.65), (12.3.66) № (12.3.67) 式 , 即 得 (12.3.69). 
(8) 试 证 2 过 程 唯一 . 


由 (12.3.69) 式 得 
В =0_ (22 0,06 Е) (12.3.70) 
H (12.3.42) #1 (12.3.70) 式 得 
Е =0_ (22 0, ЄЕК) (12.3.71) 
H (12.3.15) 和 (12.3.71) 式 得 
P, = РР" (22 0) (12.3.72) 
由 0 过 程 唯一 . 


至 此 ,定理 12.1.1 的 充分 性 得 证 ， 
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_ $124. 对 角 线 型 的 情况 " 
EX 12.4.1. 若 2 矩阵 有 如 下 的 性 质 , 则 称 它 是 对 角 线 型 的 ， 
45 =0 (72 3),д0 (i€ E) (12.4.1) 
定理 12.4.1. ЖОЖ НИИ, ДТО ба 
条 件 是 


зира; = С < +оо (12.4.2) 
ЕЕ 
ЖУ. 
证 。 
(1) 充分 性 
着 (12.4.2) 成 立 ,由 于 亿 У) OQ), se 可 是 方程 
ЕЕ 
= Ие 
х; = Tta (i€ E) (12.4.3) 
的 最 小 ( 非 负 ) 解 , 故 
1 > РТА) = г T = 1— (12.4.4) 


于 是 ,定理 12.1.1 中 的 条 件 Gi ) 成 立 ;这 时 方程 (12.1.12) 变 成 


ea: ¿> 0 
(12.4.5) 
0 <n, Уи: < +оо 


ТР п, = 0 G € E), 从 而 定理 12.1.1 的 条 件 (i) 也 满足 。 故 0 过 
程 唯一 . 
OQ) 必要 性 
# (2.4.2) 式 不 成 立 , 则 
inf à > PPO) = inf =0 (12.4.6) 
+ qi 


所 以 定理 12.1.1 的 条 件 G) 不 满足 , 故 ОБЕ аы. 


1) ЖЕБЖНВЯ G. Е. H. Reuter) 用 不 同 的 方法 得 到 。 
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引 理 12.5.1。 Z rG) G € E) 是 方程 (12.1.12) 的 任 一 非 零 


解 , 则 
У) (У) m) = + 


jtE скај 
ЗЕ. ЕН (12.1.12) 知 
Q + qG) = 21 ank) (Є Е) 


于 是 有 
EDHE он = У (Ув) GO 
JEE JE JEE ка) 
pg >, (> а) a(k) = > 92 чи) aCi) 
KEE jkk jtE ‘kaj 
Ж 
>u i) n(j) < +оо 


则 由 2 > 0, (12.5.4), ДМ 
42 У) q, GEE) 21nG)< +оо 
kx; 


ЕЕ 


得 
> G) =0 
H (12.5.6) 和 
п0) 20 GEE) 
得 


(р) =0 (Є Е) 


(12.5.1) 


(12.5.2) 


(12.5.3) 


(12.5.4) 


(12.5.5) 


(12.5.6) 


(12.5.7) 


(12.5.8) 


但 这 与 xf) (je EF) 是 (12.1.12) 的 非 零 解 矛盾 ， 故 (12.5.4) 不 


能 成 立 ， 于 是 (12.5.1) 成 立 ， 证 毕 . 


1) 本 节 结 果 亦 为 G. E. H. Reuter 独立 得 到 ， 
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定义 12.5.1， PERRO сес а ос, (6 


— 41 <с (Є Е) (12.5.9) 
成 立 , 则 称 2 矩阵 是 有 界 的 . 
引 理 12.5.2. 1 
214 << to (ЕЕ) (12.5.10) 


则 方程 (12.1.2) Ей, 

证 ， 由 (12.5.10) 知 ,对 方程 C12.1.12) 的 任 一 解 a(j) GEE) 
有 
> (7 dia) POD < +o (12.5.11) 
于 是 由 引 理 12.1.1 MIRE. 

定理 12.5.1。 РОН, O ЕЕ —. 

证 。 最 然 ， 本 定理 只 起 在 @ 为 目 保 宁 时 进行 证 明 ， 在 引 理 
12.2.1 的 证 明 中 曾 指出 : 

h 2 PQA), ie к} (12.5.12) 


是 方程 C12.2.3) 的 最 小 3 Сек we 


; У pn) > 2>2— >0 (ЕЕ) (12.5.13) 
б А2 
从 而 定理 12.1.1 а. к. H (125.9) 知 
Уфа <Sa< < +оо (16Е) (12.5.14) 
i*i 


Е (2.5.14) 和 引 理 12.5.2 知 , 方程 (12.1.12) REFE, 从 而 条 件 
Си) 满足 。 于 是 ,由 定理 12.1.1 立 得 我 们 的 定理 。 
$ 12.6. 为 有 限 集 的 情况 


定理 12.6.1。 ЖЕН, ДОР, 
Е. ИЕ 12.1.1 对 上 为 有 限 集 的 情况 也 适用 ,于 是 仿 定 
理 12.5.1 的 证 明 易 完成 本 定理 的 证 其 . 
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5127. 分 枝 Q 矩阵 的 情况 
ЖХ 1271. # E=(0,1,2, +) K O BER R: 
= iduna {24 = 1 ЕТ ' 
a= «#1 Ci, jE E) (12.7.1) 
则 称 2 为 分 枝 2 SEE. 
定义 12.7.2， 知 2 过 程 PG = (р), i, j € E) BJ O НЕА: 
РОН, В. 


pi)= У Пр G.ieE,í20) (127.2) 
> jmp ж 
则 称 PCz) 为 分 核 2 过 程 . 

引 理 12.7.1. 对 于 任 给 的 一 个 分 枝 8 ЖЕ, 有 一 个 且 仅 有 一 
个 分 枝 8 过 程 , 且 它 就 是 那个 最 小 的 8 过 程 . 

证 。 在 8 为 保守 的 情况 下 ，[30， 第 五 章 附 录 11 包含 了 我 们 
的 引 理 的 证 明 。 其 实 那 里 的 方法 对 0 为 非 保 守 的 情况 也 适用 ， 故 
KHR. 

8138 12.7.2. 对 于 任 给 的 一 个 分 枝 儿 矩阵， 定理 12.1.1 中 的 
条 件 Gi) 满足 ,从 而 满足 柯 氏 癌 遇 和 伍 分 方程 组 的 2 过 程 唯一 。 

证 。 此 即 131, PR 6.11. WAK. 

5138 12.7.3. 设 0 为 一 保守 的 分 校 0 和 矩阵 , 则 方程 (12.2.1) 只 
有 零 解 ， 即 满足 林 氏 向 后 微分 方程 组 的 8 过 程 唯一 的 充 灾 条 件 是 
对 任 s > 0, 积分 


dx 
Ia jC (12.7.3) 
发 散 ,其 中 
JG) = >; qad (lel <1) (12.7.4) 


证 . 由 [30, 第 互 章 的 定理 4.2 НИЕ ЧТЗ ЈНУ. 
引 理 12.7.4. 上 箔 8 为 一 非 保守 的 矩阵 ， 则 方程 (12.2.1) 只 
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有 零 解 , 即 满足 柯 氏 向 后 微分 方程 组 的 2 过 程 唯一 。 
证 。 分 两 种 情况 证 明 . 


(1) 
Уа = 0 (12.7.5) 
这 时 方程 
(21 OU=0, (12.7.6) 
变 成 
дио = 0 
(чаи = 0 


(2 + 2q) = 0 


(12.7.7) 


于 是 w 一 0 (д=0,1,...). 所 以 方程 (12.1.1) 只 有 零 解 . 
(2) 


> a> (12.7.8) 
jl 
令 
а= > 0 (12.7.9) 
>! Чи 
1% 
由 2 非 保守 知 
а>1 (12.7.10) 
方程 (12.7.6) 即 
hus = 0 
— qoto + (A + qu — quta — он 一 一 
= 24 + (А + 29 ди: 一 qut 一 <.. =0р (12.7.11) 


一 340и, + (2 + 3q Ju 一 … =0 


若 上 述 方程 组 有 解 U > 0,, U > 0,, 则 必 有 w = 0, $ m, mtt 
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中 第 一 个 大 于 零 者 为 w, > 0, H (12.7.10) fa (12.7.11) 知 , 必 人 在 
£ n > k E 


и, ре ur, (12.7.12) 
191 
令 
k, = min falu, > «С + kq) uns n > k] (12.7.13) 
kq, 
注意 (12.7.10), (12.7.11) 和 uri < мл, Kl FHE n > kh, f 
и, > А6) py (12.7.14) 
kq. и 
令 


ka = min falu, zk n > bl (12.7.15) 
29: 


Am de kE Т, RINSE — ER ЕЕЕ {К}, EL 
иат > а" (kat: + km еа + kmi ). . {2+4 +k ') t 
91 km-141 ` Аф i 
> ина" | +оо (mÍ +оо) (12.7.16) 
故 ltem) ER, М {м„} ER. ADE (12.21) RARR. 引 
理 证 毕 . 
引 理 12.7.5. 若 0 为 一 非 保守 的 分 梳 0 和 矩阵 ， 则 定 球 12.1.1 
中 的 条 件 G) 不 成 立 . 
证 .我 们 首先 证 明 ， 若 PU) = Cpl), i, jE E) 是 最 小 0 过 
程 , 则 
Dou< (> 0) (12.7.17) 


itE 


由 引 理 12.7.1 № [30, 引 理 6.2] 知 
Ур = (У) роў GEE, #20) (12.718) 
itE \јєЕ 


ЕН (12.7.18) RA O IERTA EE t > 0 ## 
У к(а) <1 (12.7.19) 


j EE 
#4 С12.1.1)—(12.1.3) RAI (12.7.19) 式 得 
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> Pulo +s) = > > ри Са)рьб) 


== > ри) У Рыб) 
REE ЗЕЕ 
= У) рд) < 1 (520) (12.7.20) 
КЕЕ 
令 
RE int (;: Ур < 1) (12.7.21) 
ЕЕ 
HH (12.7.18), (12.7.20) #1 (12.7.21) 得 
Ум =1 G<) (12.7.22) 
У) рб) <1 G> e) (12.7.23) 
于 是 
3 3. 
Zeal :)- У 5 (5 e) ps (że) 
= SS 人 
Èi pu (3 5 (2 e) 
Peba] м 
> (5 e) (12.7.24) 


H (12.7.22)—(12.7.24) АЦ e = 0, Я (12.717) 式 成 立 ， 由 
(12.7.17) #l 


(> һ) bo G +e, > 0) (12.7.25) 
`] ЕЕ 
由 (12.7.18) #1 (12.7.25) 得 
lim А >: |. Tip (a) р = Шт А | e >; pat ar 
i> ТТЕ -0 iso Jo Г 
= ир А |: ее [2; 20) d: 
1-5 Jo Е 
= 4 k e™ 041 =0 (12.7.26) 
° 


故 得 所 和 欲 证 . 
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由 定理 12.1.1 和 以 上 诸 引 理 得 
EE 12.7.1. 设 0 为 一 分 枝 8 和 矩阵 , 故 8 保 守 , 则 8 过程 唯一 
的 充 要 条 件 是 对 任 s > 0, 积分 


S a 12.7.27 
人 Garin 


发 散 ， 若 2 非 保守 , 则 9 过 程 非 唯一 . 

注 12.7.1. 在 文献 131] 的 定理 6.3 中 断言 : ZE; Q 过程 不 断 
BEUR) 的 充 要 条 件 是 0 保守 。 而 131] 的 第 五常 的 定理 
9.1 则 断定 : 在 8 为 保守 时 分 枝 8 过 程 不 断 的 充 要 条 件 是 对 任 
s> 0, 积分 


1 dx 
E (12.7.28) 
发 散 ， 如 当 
JGe)=1—= (12.7.29) 


时 , (12.7.28) 式 中 的 积分 发 艇 ;I 们 总 
f(x) = (1 — x) 一 Vi—x 
时 ,《12.7.28) 式 中 的 积分 却 收敛 。 所 以 , 在 0 保守 时 分 枝 0 过 程 
АЛЕ. 这样 一 来 ，130] 与 1311 KAA БИН 
的 ， 作 者 认为 131] 的 结论 是 正确 的 . 130] 发 生 错误 的 根源 在 于 : 
利用 了 不 总 成 立 的 如 下 式 子 : 
ао) 


dx? 


_ <+%® (= 0,1,5) (12.7.30) 


$12.8. 另 一 判别 准则 和 有 限 非 保守 情况 
引 理 12.8.1。 设 x* G e E) 是 第 一 型 圈 壶 方程 


= Ў) аак +6 G€ E) (12.8.1) 
КЕЕ 
的 最 小 非 负 解 , 令 D = (2: b, > 0), WJ 
xf < sup r G€ E) (12.8.2) 


HI 
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sup хў = sup хў (12.8.3) 
ТЕЕ ТЕР 


Е, 2 


z) = b CEE) J 
ap = Урана + Ge E,n 21) (12.8.4) 
АЕЕ 
于 是 有 
b>0 GED 
= 1 GED) (12.8.5) 
0 Cie E\D) 
所 以 
xD < sup 0 (¿€ E) (12.8.6) 
іє) 
假定 有 
х” < мрх® (¿€ Е) (12.8.7) 
јєр 


Л оК о G e E) Ж, № (12.8.1) л НИНА 
方程 时 , 即 得 


те } 
хто = > anx + b, = Da < > а^ sup z$⁄2 
REE 


REE КЄЕ jep 


一 
一 зирд - > qk S sup z!) < зар zt) 


jeD КЄЕ јєр ієр 
G é END) (12.8.8) 
于 是 有 
2" < м G € E) (12.8.9) 
故 由 归纳 法 知 ,对 一 切 自然 数 有 
zí”) < sup zj” (ЕЕ) (12.8.10) 


由 х9 1 (о 1 +оо), sp Caf +оо) 以 及 (12.8.10) 式 即 得 


(12.8.2) 式 ， 引 理 获 证 ， 
5138 12.8.2. 若 方程 (12.2.1) 只 有 零 解 , 则 


inf 2 У) рд) = int 2 У) рэд) (12.8.11) 
ET 4“ Fek 
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ира = (i; DO aa < O) REER FRAR. 
证 。 由 方程 (12.2.1) 只 有 零 解 及 引 理 12.2.1 的 证 明知 
aG)=1—2 > oO) GEE) (12.8.12) 
是 拟 规格 方程 


È ti 

` Iik jEE ; 

х; = x, + (i€ E) (12.8.13 
бажа аа i i 


的 最 小 非 负 解 。 于 是 由 引 理 12.8.1 知 
sp (1—2 > Бо) = ap (1 = 4 > О) (12.8.14) 


从 而 (12.8.11) 成 立 。 引 理 证 毕 , 

由 定理 12.1.1, 引 理 12.2.1 以 及 引 理 12.8.2 立 得 . 

定理 12.8.1。 设 已 给 一 个 0 矩阵 ， 则 存在 唯一 的 0 过程 的 充 
要 条 件 是 下 列 三 条 同时 成 立 : 

Gy 

inf 4 > р") >00, 0<4< +оо (12.8.15) 

O HE (12.21) 只 有 零 解 . 

Gi) 最 小 2 过 程 不 断 或 方程 (12.1.12) 只 有 零 解 ， 

Е 12.81. 定理 12.8.1 给 出 的 0 过 程 的 叭 一 性 准则 比 定理 
12.1.1 给 出 的 准则 更 为 完美 。 因 为 条 件 GX, GY M GD) 各 自 的 意 
义 和 作 用 都 很 明确 .条件 GY” Ад Gi) 分 别 是 加 在 满足 柯 氏 向 后 和 
坷 前 微分 方程 组 的 2 过程 上 的 限制 ,在 2 为 保守 的 情况 下 ,这 两 个 
条 件 就 保证 了 2 过 程 是 唯一 的 。 但 在 非 保守 情况 下 , 即 若 有 非 保 
守 状 态 出 现时 ， 这 两 个 条 件 就 未 必 能 保证 过程 唯 一 了 . 因此， 
自然 会 使 我 们 产生 一 个 十 分 朴 直 的 想法 : 在 一 般 情 况 下 , 除 条 件 
СУ’ 和 (Gi) 外， 在 非 保守 状态 上 补充 什么 限制 就 能 使 0 过 程 唯一 
WE? 定理 12.8.1 给 出 了 回答 : 这 种 想法 是 成 功 的 ,这 个 补充 限制 就 
ERGY. 这 样 一 来 ， 加 在 满足 柯 氏 向 后 和 向 前 微分 方程 组 的 
2 过 程 上 的 限制 (i)” A Gi), 就 处 在 对 称 的 地 位 了 。 


ea203 + 


ЖХ 12.81. Æ É ЛВ, ИО ИЕ ЕНУ. 

定理 12.8.2. 行 怠 窃 阵 是 有 了 上限 非 保守 的 ， 则 过 程 唯一 的 充 
要 条 件 是 满足 柯 氏 向 后 和 向 前 洛 分 方程 组 的 2 过 程 均 唯一 ， 即 下 
列 两 条 同时 成 立 : 

СА) 方程 (12.2.1) ЯЖ: 

(В) 最 小 9 过程 不 断 或 方程 (12.1.2) RAF. 

Е. 由 

2 У) в") 20 G: E,)L>0) (12.8.16) 


ЕЕ 


МЕЖ, УЖЕ 12.81 ИЖ ЧУ. 于 是 得 所 
MNE. 


512.9. 定理 12.1.1 中 两 个 条 件 的 独立 性 
今 有 生 灭 过 程 ,其 密度 矩阵 是 


— (s + Ba) ñ. 0 о... 
ó, 一 (5 + ñ) в. Q. 
Е: 12.9.1 
о 0 5: —(5, 76 8) rea Š ) 


1 
хо = - 
ó, 
х = хо + — 
Во (12.9.2) 
1 8.8: -Bat š 
x, = x, + — + + 二 (в = 2,3, ---) 
в pp 
žo = lim z, (12.9.3) 
no 
= 1, u, = LEL Éa Ca =1,2,--:) (12.9.4 
m=i В (ить, (12.9.4) 
= У (x< — х; Ju: > $= ` 1 (12.9.5) 
izo i=1 
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СТ) 定理 12.1.1 的 条 件 G) 5 Gi) 同时 成 立 的 例子 ， 选 
ө, = В, = 1 (п = 0, 1,2:-:) (12.9.6) 
则 
R = $ = +оо (12.9.7) 
于 是 由 2 为 有 限 非 保守 ,从 引 理 12.8.2, 文献 [41 以 及 [32, 定理 11 
知 ,定理 12.1.1 的 条 件 (i) 和 (i 均 成 立 . 
(2) 定理 12.1.1 条 件 (i) 成 立 , 而 条 件 (iD ЖЕНИЯ, 6 
б, = В, = (а + 1)2" (п = 0,1, ---) (12.9.8) 


则 
xz 一 1 十 1 (п=0,1, ---) (12.9.9) 
m= D: (n= 0,1, `°) (12.9.10) 
xe = 十 co (12.9.11) 
R= +co, S=1< +оо (12.9.12) 
于 是 由 文献 [4] № [32, 定理 1, 4] 知 ,定理 12.1.1 ROR, 
而 条 件 Gi) 不 成 立 . 


(3) 定理 12.1.1 的 条 件 G) 不 成 立 , 而 条 件 Gi) 成 立 的 例子 ， 
选 
1 


д, = — B, = 2" (п=0,1, --.) (12.9.13) 
则 
x, = 2(1 — 27+) (п=0,1,-..) (12.9.14) 
Хо = 2, хо — t=2 (1=0,1,.-.) (12.9.15) 
n = 1 (n=0,1,-::) (12.9.16) 
R=2<+%, 5 = +оо (12.9.17) 
于 是 由 [41 № 132, 定理 1, 2] 知 ， 定 理 12.1.1 的 条 件 (iD 不成立 
而 条 件 Gi) RA. 
(4) 定理 12.1.1 条 件 G) 和 (ii) 同时 不 成 立 的 例子 . 选 
a, = в. = 2” (п=0,1,-..) (12.9.18) 
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则 
х, = (1 — 27+) (п=0,1,..-) (12.9.19) 
r= 2, x< — x= 2“ (1=0,1,-..) (12.9.20) 
— (n=0,1,--) (12.9.21) 


R = £ < +оо, 5=-< 十 co (12.9.22) 


于 是 由 [4] № (32, 定理 2, 4] 知 , 条 件 〈i) 和 (ii) 均 不 成 立 . 
由 (1) 一 (4) 知 , 定 理 12.1.1 中 的 条 件 G) 和 (ii 独立 . 
本 节 的 结果 也 证 明了 生 灭 过 程 的 四 种 类 型 (自然 流入、 流出 
和 正则 ) 都 是 可 实现 的 . 
$ 12.10. Ж 1211 中 条 件 Gi) 的 概率 意义 ” 
引 理 12.10.1， 设 /CE, 下 列 两 个 条 件 等 价 : 


Ca) 
inf 2 У) Бу") >0, 0<4< +оо (12.10.1) 
Ре JEE 

(в) 

inf PKT > в) = 6,20, 对 某 个 固定 的 0 < < +оо 


(12.10.2) 
其 中 7 表示 最 小 2 过 程 的 第 一 次 无 穷 , 其 意义 见 [1, П, 5191. 
证 ， 若 (12.10.2) 成立 ,于 是 
pG >41) 26, GeJ,0 << x) (12.10.3) 
H (12.10.3) 得 


; min = š РЕ 7 
inf 4 > РСА) inf А |, eup(t > ра 


> inf А f e-u, dt 
ieJ J0 
om 
= f edt > 0 (12.10.4) 
0 


І) 本 节 所 研究 的 问题 是 钟 开 莱 教 授 提出 的 。 它 也 为 G. F. H. Reuter 独立 得 
8]. 
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于 是 (12.10.1) 成 立 ;反之 , 若 (12.10.2) 不 成 立 , 即 
ЕР >)—0 (0<,< +оо) (12105) 


ТА РЕНЕ о> 0H e > 0, 存在 ;EJ 使 
P,(z > ó) < в (12.10.6) 


从 而 
Р(т> <£ (126) (12.10.7) 
于 是 
i min =} м y 
inf 4 > PG) = inf 2 f срт > да 
оо 8 
1 Í ep (r > г): = } [| eP (z > t)dt 
a ° 


A 5 m 
+ f e™™Pr > да| < t || d: + | еа 
ё 0 8 


< afo +e E “a| = 18 +E (12.10.8) 
由 6 和 的 任意 性 , 立 得 
inf д У) pms) = 0 (12.10.9) 
ié jer 
Mim (12.10.1) REIL. EL Ca) Ж Св) 等 价 ， 引 理 获 证 ， 


A 
š 


0 = (о;т(о) = +оо 或 对 任 一 e > 0, 在 (r(o) — e, 
Tt《w)) 中 有 最 小 2 过 程 的 样本 函数 的 无 穷 多 个 间断 点 7 


(12.10.10) 
周知 
引 理 12.10.2， 下 列 两 条 件 等 价 : 
Ca) 方程 
人 CN (12.10.11) 
0<U<1 
只 有 零 解 . 


(в) EA Erlo) 几乎 等 于 +оо, 
513812103. 27 
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р: ¿> 0 (12.10.12) 
0.<U<1 > 
只 有 零 解 , 则 
P.G >) > inf Pr >) G 20, € E) (12.10.13) 
即 
iE Piee A) = о (12.10.14) 
证 , 邻 
Fi) =P(r <) GEE) (12.10.15) 
易 证 ,在 (12.10.12) 只 有 和 零 解 之 下 ，F,(:) G € E) 是 积分 方程 
Ў ў 2 Jik 
F(t) = >; Í etig F,G — s)ds + — АЕ (1 — етан) 
jki 70 4: 
(ЕЕ) (12.10.16) 
的 唯一 解 ，( 这 里 约定 9 一 由， 并且 它 可 用 如 下 方式 求 得 ; 
令 
fik 
Fe) = mt (1 — eo) (G€ Е) 
qi 
Fn+D(t) 一 `Y Í etig, Fa р) 
С > | q FG — ds (12.10.17) 
а > qa 
+ kER (1 = emaii) 
4, 
Ge E,n2>1) 
则 
ЕО ТЕК Caf +оо) (12.10.18) 
往 证 
F,() < sup ЕК (i€ E) (12.10.19) 
Н (12.10.17) 和 于 的 定义 知 
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pàr 


БЕ (10 4) 20, GEE) (12.10.20) 


ЕО) = 4, 
0 СЕЕ\Е) 
所 以 
FG) < sup FP) G € Е) (12.10.21) 
假定 有 
FPG) < sup FPO) (12.10.22) 
1ЕЁ 


ДЧ о KE РОСО) ЖЖ, Ме 增 大 时 РУЗ) 也 不 威 ,以 及 


>; | eq; ds = 


ixi” 


теу <1 (ЕЕ) 
(12.10.23) 


时 , 即 得 
FPD) = > | eq FPQ 一 s)ds 
0 


i*i 


= > [= eq ЕЖЕ — s)ds 
i*i 
< У) | esqu Pd 
jai 79 
N ñ š 
= rno | ea a: 
i*i s 
2 i 
< > (эр вр 74415 
хі КЕЁ 0 
= sup FP) > | eq ds 
keÈ ri 


< sup FPU) < sup FPG) (6 ENË) 
jeE jeE 
(12.10.24) 
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于 是 有 
FPD) < sup FP) G€ E) (12.10.25) 


故 由 归纳 法 知 ,对 一 切 自 然 数 * 有 
FQ) < sup Ру?) (є E) (12.10.26) 


由 FC)1 (nt +оо), зар FP 1 (n t +оо) И K (12.10.26) 立 


48 (12.10.19) Ñ. 
ЕН (12.10.19) № 
P(t>1)=1— Е) GEE) (12.10.27) 
立 得 (12.10.13)， 于 是 引 理 得 证 ， 
定理 12.10.1.” ”下列 诸 条 件 等 介 
G) 
inf 2 > р") = m > 0 0<4< +оо (12.10.28) 
ЕЕ jieE 
(ii 方程 
人 тар (12.10.29) 
0, <U<1 
只 有 零 解 , 且 
inf 2 > РО) = 20 0<4< +оо (12.10.30) 
(11) 
inf PCr >4)=%,>0 0—<;< +оо (12.10.31) 
Civ) E Ô 上 r(o) 几 乎 等 于 十 2 Н. 
int pG >) = ¿,>0, 0<:< +оо (12.10.32) 
上 述 各 条 件 中 的 2, г ¿y| ЕЖЕ АО 0 < до < +co 和 
0 <, < 十 co 后 也 彼此 等 价 . 
证 . 由 $12.8 A G) 和 (ii 等 价 . 
由 引 理 12.10.1 81, G) УЖ 
inf P(T > h) = £, > 0 
对 于 某 个 固定 的 MG 一 nm 一 二 co) (12.10.33) 
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等 价 。 因此 , ВЕН G) R Gi) 等 价 只 需 证 明 能 由 (12.10.33 ) № 
出 (12.10.31). 
18 (12.10.33) 成 立 , 令 
= sup C: inf Ре 2 0) = 8,20 (12.10.34) 


H (12.10.31) 知 


r > 1, > 0 (12.10.35) 
由 P(r > t) д: £ НАЕМА А 
¿,>0 (0<¿</) (12.10.36) 


Е < +оо, М 


inf P; (+=) = int У р" (+/)^ G>) 


«Е LEE 
> pi D m (ча 
= ty, int P, (> 27)= (L417>0 (12.10.37) 


但 这 与 (12.10.34) 279. ЖН (12.10.35) 知 , 必 有 
t = +оо (12.10.38) 
РАЕН (12.10.36) Ж (12.10.31) R. Mi G) R Gii) 等 价 . 
由 引 理 12.10.1 和 引 理 12.10.2 41, АЕ Gi) 和 (iv) 等 价 , 只 
需 证 明 由 方程 (12.10.29) Я 
inf pilt > i) = Š, > 0 


对 某 个 国定 的 0 < ¿ < 十 oo (12.10.39) 


ВЕНЕ (12.10.32), 
令 
# = sup (z: inf P(r > 0) = ë 2>0) (12.10.40) 
于 是 
fi>0 (12.10.41) 
&>0 (0</;< i) (12.10.42) 


# < +o, 则 由 引 理 12.10.3 知 
+211. 


= ¿s inf p (r> Ži) = уо (12.10.43) 
i€E N 4 
但 这 与 (12.10.40) 矛盾 , 故 必 有 
¿= +оо 
于 是 (12.10.32) 8л. Mifi Gi) У Gv) 等 价 . 
关于 定理 的 陈述 中 的 最 后 一 句 话 易 让 为 真 。 于 是 定理 的 证 明 
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第 十 三 之 O 过 程 的 构造 


513.. 构造 定理 


首先 约定 ， 在 $13.1 一 $13.3 中 出 现 的 2 过 程 邦 具有 在 $1.1 
中 引入 的 性 质 (D), ШКО ЗЕ Е (9.1.1), 

EX 13.1.1. ЖЕ Пос = (fla, D, a € (ӘХ), іє Е) 
HITR Па, JD 对 任 一 固定 的 jE Е Æ OX) ERY Borel EJ MW eK 
数 , 且 . 满 足 

0< Й(а, <1 (ає (0X), i€ E) (13.1.1) 
则 称 为 固 壹 矩阵 ， 

Ш lare = a, j), a € (0X),, i€ E) а — ЖЕ, 5 
Ôa, 1) = ñ(a, 1) (a€ (ӘХ),) (13.1.2) 
RHEE Mowa, = Aa, j), ав (6X), jE 0). В 

Щакеко, = (Йа, j), a € (OX)., jE D,) 已 作出 , 则 令 
1+0 (а, n+ 1) = TCa, nt 1) (a€ (OX).) (13.1.3) 

Й+0(а, j) = Йа, j) — (a, n + 1) 


x (odna 十 | GO + а) опе, D) 
\ Á 


(X). 


(a é (0X)., je Da) (13.1.4) 
这 时 得 到 矩阵 Das 5, = (19а, j), a € (OX)., jE Dan). 
继续 这 样 作 下 去 ,得 一 矩阵 叙 列 : 
Deawexn, = (Йа, 1), a € (OX)., j € D,) 
(п=1,2, ---) (13.1.5) 
易 证 
引 理 13.1.1。 对 任 一 ” 之 1, 上面 定 义 的 Áa, i) 有 意义 , 且 
1й%(а, D| < л! (a€ (OX)., jED,) (13.1.6) 
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引 理 13.1.1 RET РИВНЕ Doe № E E BE Я] 
Dao, = 1, 2, ---) 的 手续 的 能 行 性 . 

EX 13.1.2. РЕЗО Поко, (п = 1, 2, ++.) МИННИ 
矩阵 Årer 的 9- 导出 矩阵 叙 列 . 

EX 13.1.3. EEE Йок = (Са, /);а Є (OX) jE E) 
叫做 9- 母 矩阵 ,如 果 其 О-Н Я Йоко, = (ea, j); 
a € (OX), jE Da) 满足 下 列 条 件 : 


Па, >20 (a€ (ӘХ), jE р,) (13.1.7) 
> Йа, J < 1 (ає (ӘХ),) (13.1.8) 


定理 13.1.1， 设 Xlo) = (х0, w), :一 oo)} 是 一 0 过 程 ， 
对 任 一 221, # 7 


Хе) = g,(X(o)) (13.1.9) 
Па, j) = PCCE) = jlx(r — 0) = a) 
Ca € (0Х)., jE D,) (13.1.10) 
ICa, п) = Па, п) = P(x(8#'2) = n|x(z 一 0)= a) 
(a € (9Х).) (13.1.11) 


其 中 ps" 的 定义 见 $ 1.2， 则 
G) Похьжь = (1а, n), a € (0X),, n€ E) 是 一 个 0-80 
BE, Howen, = Ca, j), a € (OX),, jE D,) (一 1 2, ++ +) 
是 Похухк 的 О-В, 
Gi) Хо) = {rw),t < oo) 00, Що, жь,) 
过 程 , 且 
Xa) = g,( XD wm)) (13.1.12) 
Cii) 在 10, olw)) 上 处 处 有 
lim Ci, о) = xlt, w) (we 9) (13.1.13) 


Gv) 
lim PPC) = pG) (13.1.14) 


其 中 
ВР) = Раб) = 10) =) (13.1.15) 
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pat) = P(x(z) = |00) = i) (13.1.16) 
反之 , 设 Move = (MCa, n); a€ (ЭХ), n€ E) 是 一 个 О-В 
阵 , Похекь, = (Ha, j); a € (OX), jE Dn) (п = 1, 2, …) 是 
其 9- 导 出 矩阵 叙 列 , 则 存在 一 个 完备 的 概率 空间 СО, F, Р), 在 
其 上 可 以 定义 一 列 0 过 程 ХС) = {rU о), 2 < 0"(о0)) 
(s = 1, 2, 0) 使 得 
(A) Xm(w) Я: (О, Howa) 过 程 , 且 


XVw) 一 go(CXCrD(Co)) (13.1.17) 
(В) 在 [0, o(o)) Е 
lim (z, w) = x(t, о) (@€ 9) (13.1.18) 


处 处 存在 , H. X(o) = (xG, w), t < olo) 是 一 个 2 过 程 ,其 
中 ` 
olw) = lim (w) (о є 0) (13.1.19) 


(c) 
lim pP) = p,,(2) (13.1.20) 
其 中 


PPA) = PPE) = 100) = 0) (13.1.21) 
риб) = P(x(#) = j|x(0)= 1) (13.1.22) 
证 ， 由 定理 11.1.1, €% 11.1.2 4 518 10.1.1342 [2,5] 
理 7.7] 的 证 明 易 完成 本 定理 的 证 明 . 


$13.2. 全 部 Q 过程 的 刻 划 


jË Mowi = (1а, n), a€ (9Х),, né E) 是 一 个 0- 母 矩 
阵 ,ewexps = (Па, jD, a € (OX),, jE „п = 12 …) 是 
Iowe 的 0- 导 出 矩阵 叙 列 ， 由 定理 13.1.1 知 , 对 任 一 x 宇 1, & 
#— (0, orxo) 过 程 (РО), i jE Е). 由 定理 13.1.1 
知 极限 


lim piP) = рабо) (13.2.1) 
EE, B (риб), i jE Е) 是 一 个 8 过 程 。， 由 于 (piC2), i jE 
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Е), о НОЖ ПеахехЕ 唯一 决定 ， 故 我 们 把 (р); i, jE E ),> X. 
叫做 IQ. oox 过 程 。 于 是 由 定理 134448 
EH 13.21. 全 部 {0, Пок, к) 过 程 恰 是 全 部 2 过程. 


$13.3. {Q, Mawe) 过 程 的 表达 式 
定理 13.3.1。， 设 Twx = a, п), € (ӘХ), n€ E) 是 
一 个 0- 母 矩阵 , (Plt), i, jE Е» AE (Q, More) PHS, Pi 
PD = | up (a (13.3.1) 


p GQ) 一 | hali, Ча) Е (2) (13.3.2) 
SPO) = lim ЕС) (a € (OX).) (13.3.3) 
fi 82 Ca e (оо 是 积分 方程 
£t) = Ja: (5 Па, hi, ab) Е 


+ У) Па, ДО) Gae (0X)) (13.3.4) 


“E 
的 最 小 非 负 解 , Похухо, = (Па, j), a € (OX) jE D, Xan = 1, 
…) 是 lows: 的 О- ЕВЕ]. 
证 ， 与 定理 11.2.1 的 证 明 类 似 。 


$ 13.4. ij 论 

在 $ 9.1 中 我 们 曾 指出 , 我 们 假定 q > 0, > q; = 0 (16 Е) 

只 是 为 了 论证 的 方便 。 假 若 由 $ 9.1 开始 我 们 就 不 这 样 , 则 匠 得 结 

果 在 形式 上 与 原来 的 一 样 ,只 是 在 本 章 所 得 到 的 不 是 全 部 0 过 程 ， 

而 是 全 部 满足 柯 氏 向 后 微分 方程 组 的 2 过程。 我 们 现在 仅 对 本 章 

的 内 容 解 除 上 述 限制 ， 来 得 到 全 部 满足 柯 氏 向 后 微分 方程 组 的 0 
HE, 

ЖХ 1344. 2 矩阵 叫做 是 双 保守 的 ,如 果 9, > 0, 572; =0 


jEE 
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(ЕЕ). 
任 给 一 个 保守 的 0 和 矩阵 , 令 


E = G;i€ E, 4 = 0) (3.4.1) 
Et = G; í € E, q, № 0) (13.4.2) 
E, = (~i; i € Е?) (13.4.3) 
Ё = ESU Et U E, (13.4.4) 
ВТРУ, ШОЕ О = (4,5 i je Ё): 

qis G, j€ Et) 
Tu G€ Et, je EU E,) 

4 =] —1, G € ESU Ey, j = i) (13:43) 
1, Cie E'U Es, j = —i) 
0, Gi € ESU Es, jœ i) 


显 见 有 
引 理 13.4.1. 矩阵 9 Е О НЕ, 
H 9 到 矩阵 Ó 的 这 个 变换 记 作 L, BI 
LQ = Ó (13.4.6) 
设 P(O = (О, i, je Ё) Оз, HH P(O 用 下 列 
方式 构造 矩阵 PG) = Cpl), i, Є E): 


pal), (IEE, jE Et) 
саев о + 600), CEE, je E) И 
H P (2) 到 PCD 的 这 个 变换 记 为 G, В 
СЁ(г) = P(O (13.4.8) 
易 证 
EH 13.4.1. ЖРО 是 一 个 乡 过 程 , 则 
P(e) = GÊ (O) (13.4.9) 
是 一 个 2 过 程 ; 反之 , # P(z) 是 一 个 2 过 程 , 则 存在 一 个 9 过 程 
P (2) 8 (13.4.9) RY. 


由 定理 13.4.1 和 下 面 的 命题 14.3.1 知 ， 在 本 书 里 我 们 得 到 了 
如 下 的 结果 : 对 于 任意 的 一 个 2 和 矩阵， 可 以 构造 出 全 部 满足 柯 氏 
向 后 微分 方程 组 的 2 过程. 
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第 十 四 章 定性 理论 


$141. 81 5 


对 任 给 一 个 2 矩阵 ,在 $ 12.1 中 指出 ,有 下 列 三 个 基本 问题 需 
要 解决 : CA) 是 否 存在 一 个 2 过 程 呢 ?《〈B) 如 果 0 过 程 存在 ， 那 
么 恰好 存在 一 个 2 过程 的 充 要 条 件 是 什么 呢 ? (С) WI NIH Q hi 
程 不 唯一 了 ， 那 么 全 部 和 过 程 如 何 购 造 出 来 ”从 定性 和 定量 观点 
来 看 ,上 述 三 个 问题 中 (A) 和 (8B) 是 届 了 定性 问题 ,《C) 是 属 十 定 
量 问 题 ， 事 实 上 ,关于 定性 问题 远 不 止 这 两 个 ， 为 了 说 明 这 点 , 今 
先 引 入 

EX 14.1.1. 对 任 给 的 一 个 2 第 阵 ， 把 满足 何 氏 问 后 微分 方 
程 组 


P'O) = OPC) (14.1.1) 
üJ O LEEI В A O EE HE E RI О ЛЕН, 
PC) = P)O (14.1.2) 


的 2 过 程 叫 做 下 型 2 过 程 :把 同时 满足 (14.1.1) 和 (14.1.2), BER 
满足 (14.1.2) 也 不 满足 (14.1.1), 不 满足 (14.1.1), 不 满足 (14.1.2)， 
不 满足 (14.1.1) 但 满足 (14.1.2), 满足 (14.1.1) 但 不 满足 (14.1.2)， 
以 及 至 少 满足 (14.1.1) 和 (14.1.2) 之 一 的 2 过 程 分 别 叫 做 B O F 
型 , BUF W, ВА, РЕЖ, BNF 型 , BQ F 型 以 及 BUF 型 0 过 
程 ; 为 了 方便 ,把 任 一 2 过程 叫 做 型 2 过 程 ;把 不 断 的 万 型 ,不 断 
的 型, 不断 的 B Q F 型 , ЖИМ ВОР ЛИ, ЖИ О, 不断 的 
型 ,不 断 的 F 型 ,不 断 的 BNF 型 , 不 断 的 BO F 型 以 及 不 断 的 
BU F 型 2 过 程 分 别 叫做 N-B 型,N-F 型 ,N-BNF 型 , N-BU F 
型 , N-0 型 , N-B #1, N-F Ш, М-ВПЕЖ, М-ВПЕ 型 ， 以 及 
N-BUF 型 0 过 程 ， 凡 二 十 种 ， 

对 任 给 的 一 个 2 矩阵， 有 下 列 定性 问题 需要 解决 上 述 二 十 
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种 类 型 的 2 过 程 的 每 一 种 类 型 不 存在 、 洽 好 存在 一 个 有 多 个 但 有 
限 以 及 有 无 穷 多 个 这 种 类 型 的 2 过 程 这 四 种 情况 那些 情况 是 必然 
不 出 现 的 , 那些 是 必然 出 现 的 ,那些 是 可 能 出 现 的 , 以 及 使 可 能 出 
现 的 情况 必然 实现 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

关于 定性 问题 的 研究 情况 如 下 : 

(—) Doob 在 [24] ЧЕН: 0 型 0 过 程 总 存在 ,而 且 只 有 
丙种 可 能 ,或 者 只 存在 一 个 ;或 者 有 无 穷 多 个 ， 在 第 十 二 章 中 我 们 
给 出 了 0 型 0 过 程 唯一 的 充 要 条 件 . 

CZ) Doob 在 [24] 中 曾 证 明 , 8 型 和 F 型 0 过 程 总 存在 ， 
Reuter 在 [27] 中 给 出 恰好 存在 一 个 8B 型 (F 型 ) 2 过 程 的 充 要 条 
件 ， 并 且 证 明 在 B 型 (F AJO 过 程 非 唯一 时 就 有 无 穷 个 B 型 (F 
型 ) 2 过 程 ， 在 $ 12.5 中 我 们 实际 上 给 出 了 恰好 存在 一 个 F 型 2 
过 程 的 新 的 充 要 条 件 . 

(=) Reuter 在 [27] 中 曾 证 明 , 对 N- F 型 2 过 程 只 有 三 种 可 
能 ,或 者 不 存在 ;或 者 恰好 有 一 个 ,或 者 有 无 穷 多 个 ,并 且 给 出 了 这 
三 神情 况 每 种 发 生 的 充 变 条 件 。 

此 外 还 有 些 零星 的 结果 . 

作者 在 上 述 已 有 工作 的 基础 上 。 对 此 定性 问题 进行 了 较 细 致 
地 研究 。 本 章 的 目的 就 在 于 给 出 这 个 问题 的 全 部 解答 ， 为 了 完整 
起 见 (但 也 不 增加 多 大 篇 幅 ), 把 上 述 已 有 结果 间作 者 的 新 近 成 果 ， 
一 并 总 结 为 二 十 个 定理 ,每 个 定理 专 论 一 种 类 型 的 8 过 程 . 但 在 证 
朋 过 程 中 , 凡 属 已 有 结果 ,都 随处 予以 指明 并 不 加 证 明 地 加 以 引用 . 


$ 14.2. 结果 的 陈述 


ЕЯ 14.21. 设 任 给 一 个 2 ERE, Д] 
(1) 3 型 0 过 程 总 存在 ， 而 且 只 有 两 种 可 能 ， 或 者 只 存在 一 
个 ,或 者 有 无 穷 多 个 ; 
(2) 3 型 2 过 程 唯 一 的 充 要 条 件 是 方程 
1U — UQ =0, 2>0 А 
0 <0<1 } à 
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REFE. 
定理 14.2.2， 设 任 给 一 个 2 和 矩阵, 则 
(1) 型 9 过 程 总 存在 ,而 且 只 有 两 种 可 能 ,或 者 只 存在 一 个 
或 者 有 无 穷 多 个 : 
(2) FF 型 0 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 最 小 0 过 程 不 断 或 方程 
łn — по = 0., 7 
0_ < п, шо +o 
只 有 零 解 ,或 等 价 地 ,最 小 过 程 不 断 或 对 (14.2.2) 的 任 一 解 内 一 
(G, a2) h 必 有 D(X aa) GD) < +o, 
定理 4.23. EAA OE, 
(1) 对 于 BNF 型 2 过 程 总 存在 ,而 且 只 有 两 种 可 能 ,或 者 只 
存在 一 个 ,或 者 有 无 穷 多 个 ， 
(2) BAF 型 0 过 程 唯一 的 充 要 条 佚 是 方程 


(14.2.2) 


Е ВР К. (14.2.3) 
和 方程 
în — nọ = 0, ¿> 0 
0_ <n, nl< +o (14.2.4) 
> (+ => чи) < +оо 
1ЕЕ kj Ы 
至 多 其 一 有 非 零 解 . 


EH 14.24. 设 任 给 一 个 2 矩阵 , 则 

(1) 对 于 BUF 型 0 过 程 ,只 有 两 种 可 能 , 或 者 不 存在 , 或 者 
有 无 穷 多 个 : 

(2) 若 2 保 守 , 则 BUF 型 2 过 程 不 存在 ; 

(3) 若 2 非 保守 ， 则 BUF 型 2 过 程 不 存在 的 充 要 条 件 是 下 
列 两 条 同时 成 立 

(р 

inf 2 > ВУЛ) 一 由 二 0，0 一 1 一 十 co (14.2.5) 
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Gi) 
> (a — Учи) nG) < +, 0<4< +оо (142.6) 
ji&E Ráj 
h n, = (aC), mO), +.) 是 方程 
An, — n,0 =0_, 4>0 
0 <n, ml<1% ° (14.2.7) 
n, — n, + (А — н) nP" = 0 
的 任 一 解 . 
Са) G) 中 条 件 G) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 同时 成 立 ; 
Gy 
if DaO) > (0< < +0) (14.2.8) 


Ë = (i: >a <t). 


ЕЕ 


(i)” 方 程 (14.2.1) 只 有 零 解 . 
而 (3) 中 条 件 Gi) 可 用 下 级 条 件 代替 : 
(ну 
lim 2 У, 00 < +оо (14.2.9) 


j ЄЕ 
定理 14.2.5. 设 任 给 一 个 2 和 矩阵 , 则 
(1) 0 型 2 过 程 总 存在 ， 而 且 只 有 两 种 可 能 ， 或 者 只 存在 一 
个 ,或 者 有 无 穷 多 个 ; 
(2) 0 型 2 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 同时 成 立 : 
(1) 定理 14.2.4 中 的 条 件 G). 或 等 价 池 , 定理 14.2.4 中 的 条 
HEGY 和 条 件 С)": 
Gi) 最 小 0 过 程 不 断 或 方程 (14.2.2) ЯН. ЗИН, 
最 小 2 过 程 不 断 或 对 (14.2.2) 的 任 一 解 
n, == (2301), 202), 0) VE 
E(D чл) mG) +оо (14.2.10) 


ER ‘kj 


ЖЗ 14.2.6. 设 任 给 一 个 0 矩阵 ,对 于 N-8 型 2 过 程 , 则 
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(1) 只 有 三 种 可 能 : EREE aq Bip T REA 
无 穷 多 个 . 

(2) ОЧЕР, М-ВО ВЖЕ, 

G) 若 2 保 守 且 2 过 程 唯一 , 则 М-В 型 2 过 程 唯 一 ; 

(4) 咎 已 保守 但 @ 过 程 不 唯一 ， 则 有 无穷 多 个 N-B AU Q pi 


E 14.27. 设 任 给 一 个 0 矩阵 , 则 

(1) 对 于 N-F 型 2 过 程 , 只 有 三 种 可 能 : 或 者 不 存在 ,或 者 
恰好 存在 一 个 ,或 者 有 无 穷 多 个 . 

(2) 若 2 保 守 ，O 型 2 过 程 非 唯 一 以 及 方程 (14.2.2) 只 有 零 
解 ,或 2 非 保守 上 且 (14.2.2) 只 有 有 零 解 , 则 N-F 型 0 过 程 不 存在 . 

(3) #O SF H O М ОРЕ (14.22) 恰 有 一 个 线性 独 
立 解 , 则 NN-F 型 2 过 程 唯一 . 

(4) 知 最 小 2 过 程 中 断 且 (14.2.2) 有 多 于 一 个 线性 独立 解 , 则 
N-F 弄 O 过 程 有 无 穷 多 个 。 

定理 14.2.8. 设 侍 给 一 个 矩阵 , 则 

С) 对 于 N-BnR 地 过 程 , 有 三 种 可 能 。 ИЖЕ, R 
省 只 有 一 个 ,或 攻 有 无 穷 多 个 . 

(2) ОЧЕ, ВОЕН о 型 过程 非 叭 一 而 Ff 型 0 
过 程 叭 一 , 则 М-ВПЕ 型 9 过 程 不 在 在 . 

G) ОШТВ ОЖ ОЩЕ, H O fR O М Q is Fu: 
唯一 但 方程 (14.2.2) 有 一 个 线性 独立 解 , И] N- B ) F 型 2 过 程 叭 

(4) 若 2 保 守 而 2 型 2 过 程 非 唯一 但 方程 (14.2.2) 有 多 于 一 
个 线性 独立 解 , 则 М-ВПЕ 型 怠 过 程 有 无 穷 多 个 。 

E 14.2.9. 设 任 给 一 个 0 矩阵 , 则 . 

(1) WE N-BUF ОБ, На: 或 者 不 存在 ， 
或 者 有 无 穷 多 个 。 

(2) N-BUF 型 2 过 程 不 存在 的 充 要 条 件 是 BUF 型 2 过 程 
不 存在 . 
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定理 14.2.10. 设 任 给 一 个 2 矩阵, 则 

(1) 对 于 N-0 型 2 过 程 , 只 有 三 种 可 能 : 或 者 不 存在 , 或 者 
有 一 个 ;或 者 有 无 穷 多 个 . 

(2) 告 9 非 保守 且 2 过 程 叭 一 , 则 N-0 型 2 过 程 不 存在 . 

(3) ЖОАН ОЦЕ, 或 8 非 保 守 且 下 列 二 条 同时 成 
立 , 则 N-0 型 2 过 程 唯一 : 

(a) (14.2.5) 成 立 ; 

(b) 方程 (14.2.2) 怡 有 一 个 线性 独立 解 n, = (mC 12, mC), 

lim 2 У) mG) < +oo (14.211) 


(4) 若 9 保 守 , 且 @ 过 程 非 唯一 ;或 2 非 保守 且 (14.2.5) 不 成 
VZ, 或 2 非 保 守 且 下 列 二 条 同时 成 立 , 则 N-0 型 2 过 程 有 无 穷 多 
个 : 
(а) (14.2.5) 成 立 ; 
(В) 方程 (14.2.2) 有 多 于 一 个 线性 独立 解 ,或 方程 (14.2.2) 恰 
有 一 个 线性 独立 解 n, = mA), mQ) E 
lim 2 У) mCi) = +оо (14.2.12) 


定理 14.2.11. 设 任 给 一 个 2 矩阵 , 则 
(1) 对 于 巨型 2 过 程 ,只 有 了 两 种 可 能 ;或 者 不 存在 ,或 者 有 无 


穷 多 个 。 
(2) 巨型 2 过 程 不 存在 的 充 要 条 件 是 : 或 者 0 保守 ,或 者 0 
非 保守 且 4 过 程 唯 一 . 


定理 14.2.12. 设 任 给 一 个 2 和 矩阵, 则 

(1) 对 于 巨型 9 过 程 , 只 有 两 种 可 能 ,或 者 不 存在 ;或 者 有 无 
3⁄7. 

(2) F 型 0 过 程 不 存在 的 充 要 条 件 是 BUF 型 0 过 程 不 存 


ЧЕ. 
EH 14.2.13. 设 任 给 一 个 0 矩阵, 则 
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(1) 对 于 BNF 型 0 过 程 ,只 有 了 两 种 可 能 , 或 省 不 存在 , 或 者 
有 无 穷 多 个 . 
(2) FE B Q F 型 0 过 程 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 同时 成 立 : 
G) 0 非 保守 ; 
Gi) 方程 (14.2.2) 有 非 零 解 . 
EM 14.2.14. 设 任 给 一 个 2 Е, 
(1) 对 于 BAF 型 0 过 程 ,只 有 两 种 可 能 , 或 者 不 存在 , 或 者 
有 无 穷 多 个 . 
(2) 不 存在 有 门下 型 2 过 程 的 充 要 条 件 是 方程 (14.2.1) 只 有 
零 解 . 
定理 14.2.15. 设 任 给 一 个 0 和 矩阵 , 则 
(1) BUF 型 2 过 程 总 存在 ,而 且 只 有 两 种 可 能 , 或 者 只 有 一 
个 ,或 者 有 无 穷 多 个 . 
(2) BUF 型 8 过 程 唯一 的 充 变 条 件 是 型 和 F 型 0 过 程 均 
唯一 。 
定理 14.2.16. 设 任 给 一 个 2 矩阵, 则 
(1) 对 于 N- 互 型 92 过程, 只 有 三 种 可 能 ,或 者 不 存在 ,或 者 存 
在 一 个 ,或 者 有 无 穷 多 个 . 
` (2) ЖОР, 或 2 非 保守 且 2 过 程 唯一 , W| N-B жоне 
不 存在 ; 若 0 非 保守 且 
(а) (14.2.5) RY: 
(b) 方程 (14.2.2) 有 一 个 线性 独立 解 m = (2101), m(2), 
5), R 
У (+ -5 qa) m) < +оо 0<4< +оо (14.2.13) 
ЇЄЕ 4%} 
则 栓 有 一 个 N- 巨 型 2 过 程 ; 在 其 余 的 情况 下 存在 无 穷 多 个 N-B 
ER 14.217. 设 任 给 一 个 0 和 矩阵, 则 
(1) 对 于 NM- 巨型 9? 过程, 只 有 两 种 可 能 ,或 者 不 存在 ,或 者 有 
无 穷 多 个 。 
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(2) N-F 型 Q 过 程 不 存在 的 充 要 条 件 是 N-BUF 型 8 过 程 
不 存在 . 

定理 14.2.18. НОЕ, 

(1) Я ЕМ-ВПЕ 型 2 过 程 , 只 有 三 种 可 能 ,或 者 不 存在 ,或 
省 恰 有 一 个 ,或 者 有 无 穷 多 个 . 

(2) 若 2 保守 ,或 2 非 保 守 且 天 型 2 过 程 唯一 , BJ N-B ПЕ 
型 9 过 程 不 存在 ; E O JERTEH N-F 型 2 过 程 唯一 , 则 恰 有 一 个 
N-B NF ОЕ; ОЧЕН. N-F 型 0 过 程 非 唯 一 , 则 有 无 
穷 多 个 N-BNF 型 2 过 程 . 

EH 14.2.19. 设 任 给 一 个 2 矩阵, 则 

(1) 对 于 N-BNF 型 8 过 程 ,只 有 两 种 可 能 ,或 者 不 存在 ,或 
者 有 无 穷 多 个 . 

(2) 着 0 保守 且 8 过 程 唯一 , ОЕ, MU N-B 1 F HO 
过 程 不 存在 . AORTE 8 过 程 非 唯一 , 则 车 在 光 穷 多 个 N-BN F 
型 过程, 

EH 14.2.20. 设 任 给 一 个 0 矩阵 , 则 

(1) 对 于 N-BUF 型 2 过 程 , 只 有 三 种 可 能 ,或 者 不 存在 , 或 
者 恰 有 一 个 ,或 有 无 穷 多 个 . 

(2) 若 2 非 保守 且 方 程 (14.2.2) 只 有 零 解 , 则 V-BUF 型 0 
过 程 不 存在 ; 阁 8 保 守 且 4 过程 唯一 , 或 0 非 保守 且 方 程 (14.2.2》 
恰 有 一 个 线性 独立 和解 , 则 N-8UF 型 0 过 程 唯一 ; 此 8 保守 且 0 
过 程 非 唯 一 ,或 9 非 保守 且 方 程 (14.2.2) 有 多 于 一 个 线性 独立 解 ， 
则 有 无 穷 多 个 N-B Ú F 型 过程. 

下 面 我们 只 给 出 定理 14.2.1 一 一 定理 14.2.10 的 证 明 ， 关 于 定 
理 14.2.11 定理 14.2.20 的 证 明 易 由 前 十 个 定理 以 及 证 明 它 们 
时 所 采用 的 方法 加 以 完成 , 故 从 略 . 


$143. B 型 Q 过 程 的 构造 问题 的 归结 和 Doob 过 程 


本 节 的 目的 是 把 非 保守 情况 下 构造 全 部 B 型 2 过 程 的 问题 归 
结 为 在 保守 情况 下 构造 (0 型 )2 过 程 的 问题 , 进而 利用 所 得 结果 ` 


2 


构造 出 一 类 0 过 程 一 一 Doob О. 这 里 的 结果 不 仅 用 于 证 命 
题 14.4.1 和 定理 14.2.2, 而 且 有 其 独立 存在 的 意义 ; 故 特 设 一 节 讨 
№. 
ШЕ Ре) = (рі U), ij E Е) А-В О. X(o)= {C 
w), # < о(о)} 是 以 Plz) 68у O pi, < 
Е x(t, о), 1<0(0) 
оа | 0 ¿> (о) 
3138 14.3.1. (0) = {C w), t > 0) 是 一 个 不 断 的 齐 次 
可 列 马 尔 可 夫 过 程 ,其 转移 概率 矩阵 Pa) = Ср, (0), 6 EU {0}) 
及 密度 矩阵 Ó = (4:1, je EUP 如 下 唯一 决定 


(14.3.1) 


риб) Ci, jE Е) 
1— УРАЙ, GEE, ј = 0) 
И ! (14.3.2) 
1, (= ј = 0) 
0, G = 0, јє Е) 
in Ci, jE Е) 
4; = 19: — > qe G€ E, j= 0) (14.3.3) 
lo G =o, je (EU10])) 
证 。 只 需 证 明 
åa =q: — Do qa (IEE) (1434) 
AS 
因为 在 (14.3.4) 成 立 之 下 ,其余 结 论 显 见 成 立 。 
令 
E, = G: € E, qi = 0) (14.3.5) 
E= (i:i € E, q, = 0) (14.3.6) 


ЩЕ Е, К}, 82 BL (14.3.4) 成 立 , 所 以 在 下 面 总 是 在 ;6 已 之 下 来 
证 明 (14.3.4) 的 ,不 再 随处 申明 . 
以 z (o) 表示 Х(о) 的 第 一 个 断 点 。 于是， 由 [1, I, 定理 
15.6] 知 
P(x(t®) = ;|x, = i) = я G < j) (14.3.7) 
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由 [1, П, 定理 17.4] 及 PG) 是 8 型 0 过 程 知 


p( (70) = +оо |х = i) = 0 (14.3.8) 
由 [1, H, 定理 5.5] 知 
P(z(z 2) < Боо |х = 2) = 1 (14.3.9) 


H (14.3.7), (14.3.8) 以 及 (14.3.9) HI 
PT = c, z < -too |x, =i) 


= P(r < -+| x = i) — У) РОСТ) = Их, = i) 


jii 
4: — D ti 
一 1 一 >) 和 = 一 s — (14.3.10) 
ii 9: 9: 


H RCo) 的 定义 知 ,roCo) ВЕ Co НСБ 4, = i 之 
下 ) 0 < 4, = 4 < 十 oo 以 及 


lim folz) = 1. (14.3.11) 
1-0 
由 (14.3.11) 和 [1, П, Я 15.61 知 
ро) = оја, = i) = 4 (14.3.12) 
di 


.但 
Р(#(т@) = 0|%, = Г) = Р(т0 = о, о < +оо |х = i) 
li — У ik 
= -一 一 竺 一 一 (14.3.13) 
4 


H 4; = г, (14.3.12) 和 (14.3.13) 174} (14.3.4), РААН, 
HE Ено #| 的 变换 记 作 工 ， 
д = LO (14.3.14) 
显 见 有 
引 理 14.3.2. Ó 是 一 个 保守 的 O Е, 
设 PG) = (2:00), i jE EUD 是 任 一 0 过程 ， 令 
pult) = Ple) (1,16 E) (14.3.15) 
Pl) = (p10), i, j € E) (14.3.16) 
我 们 把 由 P GO 得 到 PCz) 的 这 个 变换 记 作 С: | 
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Р(г) = GP(O) (14.3.17) 
命题 14.3.1， j& РО) 是 一 个 0 过程 , 则 
PG) = СВ(#) (14.3.18) 
是 一 个 8B 型 0 过 程 ;反之 , 设 PC?) 是 任 一 8B 型 0 过 程 , 则 至 少 存在 
一 个 0 过 程 P G) 使 (14.3.18) 成 立 . 
证 。 由 引 理 14.3.1 知 , 只 需 证 明 命题 的 前 半 部 分 ， 
设 PG) = ФО i jE RUD Я - О, PO) 一 
(ри); i, jE E) 由 (14.3.18) 所 定义 ， 往 证 


PG) > 0 (14.3.19) 
P(O1<1 (14.3.20) 
PUE) + PCs) = PCU + s) (14.3.21) 
lim Р(2) = 1 (14.3.22) 
P(0)=0 (14.3.23) 
PC) = ОР(2) (14.3.24) 


显然 只 需 证 明 (14.3.21 ) #1 14.3.24), 7]: (14.3.3) 1 (14.3.15), 
Q 保守 以 及 
B,CD =0 (Є Е) (14.3.25) 

№48 (14.3.24), IER (4.3.25) 74 (4.3.21). WPO АВ ` 
型 2 过 程 . 命题 获 证 ， 

命题 14.3.2， 设 P(O 是 任 一 N-0 型 9 过 程 , 则 (14.3.18) EÈ 
义 一 个 B 型 过程; 反之 , 设 PG) 是 任 一 8B 型 0 过 程 , 则 恰好 存在 
一 个 N-0 K Ô 过 程 P GO 使 (14.3.18) 成 立 。 

证 ， 由 引 理 14.3.1, 命题 14.3.1 以 及 下 述 的 简单 事实 立 得 我 
们 的 命题 : Æ (е) = (6,00); i je EUL 是 一 个 N-0 型 9 过 
程 , 则 Pio) Ge Е) 5,0) Ge EU101) XPa) (11Е Е) 


一 决定 。 
以 Do 和 Dó 分 别 表示 方程 
1U — 0U =0, 1>0 
и } (14.3.26) 
和 
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aU- 0U=0, 2> ") (14.3.27) 


0, <0<1 
的 解 的 全 体 。 
设 
(ТУ T 
= ou (14.3.28) 
是 Do 的 任 一 元 , 令 
00) 0 
р 01) u(1) 
ys #(2 | и(2) (143.29) 


Е АЕ н: 
Ü = wU (14.3.30) 
988 14.3.3. 由 (14.3.30) 定义 的 变换 焉 是 由 Do 到 Dó 上 的 
一 一 变换 , 且 0, = W0.. 
证 。 由 下 列 易 直 搂 验 证 的 事实 立 得 我 们 的 命题 ， 兰 


álo 

a 40) 

0= | 2) (14.3.31) 
属于 Dó, W 40) = 0. 
令 

wki) = 1—(2 > PO) + D pn" (a = > а) GEE) 
(14.3.32) 

(1) 
U = Ce (14.3.33) 
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引 理 14.3.2。 U, 是 方程 


iU—Uo=0, i>0 
0 <U<1 } (14.3.34) 
的 最 大 解 , 从 而 若 (14.3.34) ATEEK WI 
О, 0, (14.3.35) 


ЗЕ. RA, (РСА), iE Е} 是 拟 规格 方程 
x= У Lt r Či (Ci€EE) (14.3.36) 


кх А+ 4: ¿+ 4 
的 最 小 非 负 解 。 于 是 ,由 定理 3.3.2 知 , 1 一 U, 是 方程 
9: 一 > dik 
a fik i - Wq reni ЕЕ 
Е aen тте VER 


(14.3.37) 
的 最 小 非 负 解 。 从 而 U, д (14.3.34) 的 最 大 解 ， 引 理 让 毕 , 
命题 14.3.4， 1: (14.3.34) AIEE ,а = Canan e) 22 0, 
a >< 0_ K a1 < 1, 则 
P, = рге + U, ЧЕТ 


гај (14.3.38) 


是 一 个 型 0 过 程 . 
证 ， 若 2 保守 ,熟知 , (14.3.38) 给 出 一 个 Doob ОЗ, 2 Q 
非 保守 ,以 Pr = (ARPO), i jE EU{0}) 表示 最 小 6 过 查 . 邻 
= (0, а, ac) (14.3.39) 


P = pria i= apm» а a, .3. 
салс тва авео 014840) 


熟知 , Р, 是 Doob Ó ЗЕЕ. Е 
PC) = PA) (22 0, i јЕ Е) (14.3.41) 
从 而 
руб) = pa) G 2 0, i, j € E) (14.3.42) 
这 里 pij(z) ЖП ро) 分 别 是 PCA) 和 (2) 的 道 拉 普 拉 斯 变换 . 
由 PG) = (3,00), i jE E U101) 是 0 过程, (14.3.42) 和 命 
20 14.3.1 APE = (PG), i, jE€B), 妈 Pi 是 一 个 B 增 0 过 程 ， 命 
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题 证 毕 . 
定义 14341. 若 方程 (14.3.34) 有 非 零 解 ， 则 由 (14.3.38) 定 
XK BÆ O IFE Pa ЩИХ Doob 过 程 , 
5128 14.3.3. 设 
[Pr 
н(е а == (в, an e), а= (Go й +) 


ра = рӣ (14.3.43) 
则 
а=а (14.3.44) 
证 。 因 p 0,, НОЕ ic Е, 使 
р, 0 (14.3.45) 
HH (14.3.43) Ж (14.3.45) 得 
pie = ша (GEE) (14.3.46) 
H (14.3.45) Ж (14.3.46) 得 
а =ë (ЕЕ) (14.3.47) 


BD (14.3.44) RIZ. BIRETE. 
命题 14.3.5。 УР: (4.3.34) fy EERE, ШУ Р оор 0 过 


程 
РО = prin p U, EP 12) (143.48) 
1— а?0, 
有 
PP = ро (14.3.49) 
的 充 要 条 件 是 存在 常数 r, 使 
а© = ra” (14.3.50) 


证 。 由 引 理 14.3.3 知 , (14.3.49) 成 立 的 充 要 条 件 是 
apina Е. аР!" 

1-40, 1-+ a%U, 

KATU 一 ОЗЕР Еа, tE a LSI G = 1, 2) í 
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(14.3.51) 


a 5 а? 
eR TO, (14.3.52) 
反之 ,将 算 子 Pr?" 作 用 于 上 式 两 端 即 得 (14.3.51)。 所 以 (14.3.51》 
与 (14.3.52) 等 价 . 
注意 (14.3.48) RAI 


1 — aU, 0 G = 1, 2) (14.3.53) 
所 以 , 若 令 
1 — aU, 
— 1 == р 14.3.54 
те, ' ( ) 
则 (14.3.52) 就 变 成 次 之 等 价 形 式 : 
a® = ra” (14.3.55) 
于 是 命题 得 证 . 
命题 14.3.6. 设 (14.3.34) 有 非 零 解 . 车 令 
at) = (0, 0, 0 1, 0, ++) (14.3.56) 
则 
атр". 


PP = Pi" + о, ; (и = 1,2, +.) (14.3.57) 


— a U, 


是 无 穷 多 个 彼此 不 同 的 靖 型 9 过程， 
证 ， 由 命题 (14.3.4) 和 命题 14.3.5 六 得 我 们 的 命题 ， 


$ 14.4. ВОЕН Q 过 程 的 构造 问题 的 归结 
本 节 的 目的 是 把 非 保 字 情况 下 构造 全 部 BAF 型 2 过 程 的 问 
题 归 结 为 在 保守 情况 下 构造 全 部 下 型 2 过程 的 问题 。 这 里 的 结果 
不 仅 用 于 证 明定 理 12.2.3， 而 且 ( 与 $14.3 的 结果 一 伴 ) 有 其 独立 
存在 的 意义 , 故 特 设 一 节 讨 论 . 
命题 144.1. 设 P GO 是 任 一 F 28 Ó 过 程 , 则 
P(t) = GP (°) (14.4.1) 
是 一 个 BNF 型 0 过 程 ; 反之 , 设 P(z) ZEBA F 型 2 过 程 , 则 
恰好 存在 一 个 型 0 过程 PG) 使 (14.4.1) 成 立 。 关 于 Ô, GHE 
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ХИ 514.3. 
为 了 证 明 命题 14.4.1, 首先 证 明 几 个 引 理 ， 
引 理 14.4.1。 设 P(O 是 任 一 下 型 Ó 过程 : 则 由 (14.4.1) 定 义 
的 Ре) 是 一 个 ВПЕ МОИ. 
Ш. H 200) = (О, i, jE F) 是 一 个 下 型 0 过 程 及 各 = 0 
(ЕЕ) 得 
PAD = 6,00) = У) риа = > Bix + Bil 


kE EUO 


= Ў) palga G, jEE) (14.4.2) 
КЕЕ С 
于 是 由 Ó 保守 及 命题 14.3.1 立 得 我 们 的 引 理 。 
引 理 14.4.2. № PG) = (Р.Ф, i EEUU 是 -一 个 正 型 
Ó 过 程 ,5 则 BG) 2J (ро), i, jE Е) 唯一 决定 ， 
jr, H Ó 保守 知 


Ё.) = В(#)0 (14.4.3) 
А P'a) = óP G) (14.4.4) 
再 注意 9 的 定义 得 
ри = У) раль G€ E) (14.4.5) 
1432 
ФиС) = 0 Ge EU) (14.45) 


# (Р.Ф, 1, 36 Е) ЕЯ, НТ А AO) = 0 G e F), 
PCO) = 1 № ó, (0) = 0 G € E), ДН (14.4.5) 1 (14.4.6) 就 可 
把 aG) G € E) 和 р СЕ EU{01) 唯一 决定 。， 于 是 引 理 得 
ЙЕ. | 

5138 14.4.3. 设 РС) ЖЕ BO F 型 2 过 程 , 则 至 少 存 在 一 
个 下 型 0 过 程 PG) 使 (14.4.1) 成 立 。 


W. © 
pilt) G. JEE) 
1 G = j= 0) 
$G) = 0 G = 0, ;€ Е) (14.4.7) 


f (27 РАС ) 4 (є Е, = 0) 
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PC) = Ср); i, je E U101) (14.4.8) 
往 证 由 (14.4.8) 定义 的 P G) 就 是 一 个 使 (14.4.1) 成 立 的 F 型 6 
由 命题 14.3.1 的 第 二 部 分 的 证 明 过 程 知 ,PC) = G, (D, р, 
jE E) 是 一 个 过程 ,其 中 
Paa) (i, jE E) 
Pt) = 2:0) пое (14.4.9) 
1 (i= j= 0) 
0 (i=0,7€ Е) 
于 是 由 [1, 108171 о = 0 < +оо Я] 


У) Padin < +оо Ge Е, 0 << +оо) (14.4.10) 
ké EU(0O) 


ВН (14.4.9), (14.4.10) 和 Ó 的 定义 得 


У) ра(04ь= У) Pafe < +оо (ЕЕ, 0 << +оо) 


ZER ké EUO 


(14.4.11) 
于 是 PG) h (14.4.7) 唯一 确定 。 
注意 4ю > 0 (& € F) VAI 
Pi) 20 (1, jE EU1l0)) (14.4.12) 
由 (14.4.7) 得 
У, А00) = 00) = 1 ~ (14.4.13) 
ke EUO 
由 PG) 是 一 个 6 过程 和 [1, П, 6171 知 
P G) > > Pik(t) gio = >; Раю > 0 
大 五 LO REE 
G € E, 0 < ; < +оо) (14.4.14) 


H (14.4.14), p (0) = 0 G € E) 得 


Pale) > (5 Paw ) ds GEE, 0< < +оо) (14.4.15) 
г КЕЕ 


由 (14.4.9) AI (14.4.15) 得 
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1 一 > ba G) = p. G) > Ko paan J: 


GEE, 0 < < +5) (14.4.16) 
ЕН (14.4.7) #1 (14.4.16) 得 
У) < GEE) (14.4.17) 
КЕЕ! 40 
综合 (14.4.12), (14.4.13) #1 (14.417) 得 
KORR (14.4.18) 
PGO1<1 (14.4.19) 


НР) 为 一 个 BNF 型 过程 和 6 的 定义 容易 直接 验证 下 列 四 
ЖМ: 


Plt + з) = РО) 2 (5) (14.4.20) 
Вт В (2) = 1 (14.4.21) 
P'o) = 0 (14.4.22) 
P'O = Р(РО (14.4.23) 


ВЕБ PG) 是 一 个 型 6 过 程 ， 由 (14.4.7) 和 G 之 定义 显 见 
(14.4.1) JK, 

至 此 , 引 理 获 证 . 

命题 14.4.1 的 证 明 ， 由 引 理 14.4.1 一 14.4.3， 立 得 我 们 的 命 
题 ， 


$ 14.5. 定理 14.2.1 一 定理 14.2.3 的 证 明 


定理 14.2.1 的 证 明 。 定 理 14.2.1 的 第 二 部 分 是 Reuter” 的 结 
Ж. 熟知 , 最 小 2 过 程 是 8 型 2 过 程 , 所 以 巨型 2 过 程 总 存在 ;由 
我 们 的 定理 的 第 二 部 分 和 命题 14.3.6 知 ， 当 了 型 2 过 程 非 唯 一 时 
就 有 无 穷 多 个 下 型 2 过 程 存在 ,于 是 定理 的 第 一 部 分 获 证 . 

定理 14.2.2 的 证 明 . 熟知 ,最 小 8 过 程 是 型 0 过 程 , 故 F 型 
2 过 程 总 存在 .定理 的 第 一 部 分 的 后 半 部 分 和 第 二 部 分 的 第 一 部 
分 是 Кешегі 的 结果 . 定理 的 第 三 部 分 的 后 六 部 分 是 第 二 部 分 
的 前 半 部 分 和 引 理 12.5.1 的 直接 推论 ， 于 是 定理 真 。 
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ЛЕРИ 14.2.3 的 证 明 ， 由 命题 14.4.1 和 定理 14.2.2 立 得 我 们 的 
$ 14.6. 定理 14.2.4 的 证 明 及 其 应 用 举例 
首先 证 明 几 个 引 理 . 
5138 14.6.1. 对 一 煞 iEE 有 
и(р = 1—2 У) po (А+) (146.1) 


证 . 由 引 理 12.2.2 4,34 2 增加 时 ¿CG 不 增 . 由 引 理 12.2.1 
的 证 明 过 程 知 , 4 > ) ре") є E) 是 拟 规格 方程 


ЇЄЕ 


Е 
n= It nt 


kaid + qi ¿ + qi 
的 最 小 非 负 解 ,二 是 
0 У) ри GEE) (14.63) 
JEE 


Ge Е) (14.6.2) 


¿+ q, 
从 而 
а У) РТ GEE) (14.6.4) 
i€E 
于 是 (14.6.1) 成 立 ， 引 理 证 毕 . 
引 理 14.6.2. 
lim а) = q, — > q; GEE) (14.6.5) 


证 。 由 引 理 12.2.2 的 证 明 过 程 知 
А00) 一 и) + У) qaa) + qi — У 4, GEE) 
іж j*i 
(14.6.6) 


y 


F 是 由 引 理 12.6.1 立 得 所 和 欲 证 . 
5138 14.6.3. 设 m = (m1), mO), …) 是 (14.2.7) 的 任 一 
解 , 则 对 一 切 & > 08 
limå > п101) 2 и > п) + > (a = > чи) n G) (14.6.7) 
FEE JEE kx; 


1—® УеЕ 


从 而 若 对 某 个 有 
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>; (a= У gu)” n (j) = 十 oo (14.6.8) 


ЇЄЕ 

则 有 
lmà > m (j) = 十 co (14.6.9) 
证 . 由 

n, — n, + (2 — u)n P” = 0. (14.6.10) 
я š 
1 > (р = a>, nki) + (u — 1) > ne У) р") 

ЇЄЕ ЇЄЕ 


= 1 У) п + (一 信之 n GC — GD) 


ЇЄЕ 


= и (ü) + Q — КРА > 959 ) 


i ЕЕ 


= и У" „(+ > (Ри (1) — и > n (ia (р) 
= 07. (14.6.11) 
H (14.6.11), 3138 14.6.1 和 引 理 14.6.2, 立 得 所 和 欲 证 . 
5138 14.6.4. 若 2 非 保守 ， 且 定理 14.2.4 中 的 条 件 G) 不 成 
立 , 则 存在 兆 穷 多 个 N-B U F 型 2 过 程 . 
证 。 车 定理 14.2.4 中 的 条 件 (i) 不 成 立 , 于 是 由 引 理 12.2.4 知 ， 
存在 与 2 无 关 的 行 矢量 & = (а(1),а(2), ---)>0-, (# aP" > 0- 
(0< < +оо), а жеж, 


(5 в) 
E o = 0 (1,ЈЄ Е) (14.6.12) 
> 
КЕЕ 
于 是 , H [28] 知 
in (Q ЯРО, ару" 14.6.13 
а" (14.6.13) 


是 一 个 2 过程, 而 且 是 不 断 的 , 即 是 N-O 型 2 过 程 . 
现在 证 明 ,由 (14.6.13) 确 定 的 0 过程 不 是 8 型 0 过程。 为 此 ， 


.237 ° 


只 需 证 明 
АР, — ОР, — 1% 0 (14.6.14) 
其 中 工 是 单位 矩阵 。 事 实 上 
aP, — OP, = 1= А (em ed ai) 
~ lapy] “oP 


i ] 一 2Pnin1 
2:0 (рге + A ару") — I = аР" — ОРТ" 
|. А JaPrinl 人 ) 《 i MEA 


— I) + GCA = рр) — оа- атт (14.6.15) 
由 PY" 是 8 型 0 过 程 , 故 
дру" — Ор" — 1 = 0 (14.6.16) 
而 
арт" > 0_ (14.6.17) 
даре > 0 (14.6.18) 
由 定理 14.2.4 中 的 条 件 G) AI 
| 12009150, (14.6.19) 
ЕНС14.6.6) № Q JEPRSF 81 
- >) qii 
ЇЄЕ 
А — ¿Ppin1) — 001 一 2P = | — >) д, |30, (14.6.20) 
ЇЄЕ 


HH С14.6.15)—(14.6.20) 知 (14.6.14) ХЕ. ЖР Jë: B R) Q jf 


程 . 
现在 证 明 P, 也 不 是 F 型 0 过 程 。 为 此 ,只 需 证 明 
АР, = P,Q — 1 > 0 (14.6.21) 
事实 上 
in 1—2 
aP, — P,Q — I= a (ppe +12007. т" ) 
0 š Jappy ^ 
че № - ДР ор ) 
Ру" 十 ар“ ) Q 
( ; Зарр ^1 i 
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1 一 2P1 


= (СРМ — Prg — I) 十 


?аРтіт] 
аар" — Pg) (14.6.22) 
A Pr” ЕЕ Оз, 
pr — рм) — 1 = 0 (14.6.23) 


H (14.6.22) #1 (14.6.23) 得 


др, — ро — = 17127109 (14624) 
дар 


ЕН (14.6.18), (14.619) № (14.6.24) а > 0_ 立 得 (14.6.21). 
所 以 P, БЖД F № ОИ. 
至 此 ,我 们 得 知 ,由 (14.6.13) 确 定 的 2 过 程 己 是 N-ZUF 型 
ох. 
令 
Я а(1) +27”, = 1 
а) = а Ея 
a™ = (a1), (2), 5) (п = 1,2, +++) (14.6.26) 
于 是 ,由 上 述 论证 知 ,对 任 一 自然 数 = 


pe) = pa p LAPPI сорин (14627) 


(14.6.25) 


是 一 个 N-0 Жо. £ 2 (h 14.3.6 和 命题 14.3.6 的 证 明 , 易 
МЕР" и = 1,2,…) 是 元 穷 多 个 彼此 不 同 的 N-8UF ЧО. 
于 是 , 引 理 得 证 . 

引 理 14.6.5. 若 0 非 保守 , HEM 14.2.4 中 的 条 件 Gi》 不 成 
立 , 则 存在 无 穷 多 个 N-B U F 型 0 过程 . 

证 。 由 条 件 Gi 不 成 立 知 ,在 (14.2.7) 的 一 切 解 中 至 少 存在 
一 个 解 п; = (mA), n), e), 使 
lim} У) (р = +оо (14.6.28) 

јЄЕ 


任 选 一 行 矢量 a = (а(1), а(2),:--) > 0, {E аР" 可 和 (这 总 能 
JME), у «(р = 27016 Е)), H (14.6.28) 知 
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(一 > 4) 
АЕ / =0 G(#j€E) (14.6.29) 
$ alk) + lim} > ni(k) 


КЕЕ КЕЕ 


于 是 由 1 28] 知 


= nin (1 др") mi 
P, = рч .1 — AP; appi" + п.) (14.6.30 
А А 2( win n,)1 ( А a) ( ) 


是 一 个 N-0 HO. BASIA 14.6.4 的 证 明 , 易 完成 本 引 理 
的 证 明 . 

5138 14.6.6. ОЧЕН С) 不成立， 则 存在 无 穷 多 
个 N-BUF 型 0 过 程 . 

证 。 由 引 理 14.6.3 和 引 理 14.6.5 立 得 我 们 的 引 理 . 

引 理 14.6.7， 设 Xlo) = {x(1, 0), 1 二 olw)} 是 完全 可 分 
HJ, Borel 可 测 的 ， 样 本 函数 以 慨 率 1 右 连续 的 齐 次 可 列 马 尔 可 夫 
过 程 ,并 有 昌 是 可 微 的 ,8 = Са) ЖЕНИ, Е ЕН ВИА ех 
[B], т(ш) 是 其 第 一 次 跳跃 时 刻 , 则 对 于 任 一 ze (1:9; 关 0) 有 


Pixlr) = |х 1) = 4 (je Е) (14.6.31) 
q; 
а 一 > di 
P(x(T) = oo |x, = i) < Le... (14.6.32) 
q, 


0,,—<0 
Plr аз) е) = PG do) {7 Е 
G€ EU{%}) (14.6.33) 
Е. Е 11,1, Я 15.6] 立 得 (14.6.31), Ва (14.6.31) 立 得 
(14.6.32), Œ [1,I ,定理 15.2] 1748. (14.6.33). 
引 理 14.6.8. ВЕР. = (ру), i je E) 是 任 一 和 过 程 , 则 


<> м - У (в У ь о) - ¿ 


JEE kx L ¿+ q; 
4: — Уа . 
“Е (> 0;6€ E) (14.6.34) 
¿+ q; 


ЗЕ. 设 XCo) = x(t, o), z < о(о)) 是 一 个 2 过 程 ,日 它 的 
转移 函数 的 拉 氏 变 痪 为 Pi = (P), i, 16 EE), 它 是 完全 可 分 的 ， 
Bore) 可 测 的 , 样本 函数 以 概率 1 右 连 续 。 熟知 , 具有 上 述 性 质 的 
过 程 XCw) 总 是 存在 的 。 于 是 

| “Раб ERElw = i)dt = У) p) Ge F)G46435) 


1 ЕЕ 


SI rlo) KR =, ш) АВЕ, l: 
PCCE) € E x = 1) = У) Р(х(г) Є Е, r < z. х(т) 
ka; 


= k| x = i) + P(x) Є E,r > tin = 1) 
+ P(z(z) € E,r < t, (т) = оо |x, = i) Gí € E). 
(14.6.36) 
由 (1,1, же 16.4] 知 
P(zG)€ E,r < в х(г) = k|x = i) 
= | eo-agaplx(s) € Нм = k)ds G € E) (14.6.37) 
把 (14.6.37) 代入 (14.6.36) 并 作 拉 氏 安 换 得 


Ур — У) -D р) ) – 1 
je E L + q; jtk 


kx; 2 АН 2: 
= | еер х(0) € Е, т < r, (т) = Nt = ide, 
Ge E) (14.6.38) 
当 4 一 0 时 , 显然 有 
P(x(t) Є EstT < t, x(t) = 20 х= 1) = 0 (14.6.39) 
从 而 
9: 一 > fij 
А2 + д) 
(26 (ј:9 = 0) (14.6.40) 
34 q; >< 0 时, 由 概率 的 非 负 性 及 引 理 14.6.7 得 
0 < PCl) € E,z < г, (т) = SO | x =) 
=< P(x(r) = co |x, = ;)P(z < Их, = г, х(т) = оо) 


人 ca € E,z < t, x(z) = Ow =i)dt = 0= 
0 
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4; — У 


< ——= — Plr < |z, = š) (14.6.41) 
于 是 有 И 
< | етир) E Ет < t, (г) = © |r = i)dt 
W >; fii 
С G € Gj: q, = 0)) (14.6.42) 


ЕН (14.6.33), (14.6.40) 和 (14.6.42) 立 得 我 们 的 引 理 ， 
8138 14.6.9. iS Q Eds. 若 定理 14.2.4 HAREGO Gi) 
同时 成 立 , 则 一 切 2 过 程 是 下 型 的 ， 从 而 都 不 是 有 JEF 型 的 . 
ME. 设 P = (р; i, jE E) 是 任 一 2 过 程 , 参看 $12.3 可 
知 ,在 条 件 G) 成 立 之 下 ,有 
PaA) = PRPA + У) Одо), 1G) > 0, 


ЗЕЕ 
(22 0,2, ј,ає E) (14.6.43) 
令 
FP = GPA), (P2), e) (14.6.44) 


于 是 由 (14.6.43) 得 
АУ) р) 一 2 Ў) р 十 > Артс) ДЕУ, 11, 


ієЕ ikte 
16,1] > (14.6.45) 
ЕН (14.6.45), 定理 3.3.2 № о ЕЕ} 是 拟 规格 方程 
x= D ЧА, + (ЕЕ) (14.6.46) 


kx; À + q; ¿ + qi 
的 最 小 非 负 解 知 ， fa ТОН: ғ} 是 第 一 型 围 过 方程 
‚= 44 ¿ РР, ç; 
8 са itg xe 十 Lin E IFG G € Е) (14.6.47) 
的 最 小 非 负 解 ,从 而 
н) – У ба (2 22 ew) 


iE јЄЕ 4 + g; 
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„ЧЕП GEE) (14.6.48) 
А+ 4: 
由 (14.6.48) 和 引 理 14.6.8 得 


а= Do q 


[ЕРШ < заагт +оо (¿> 0,іє Е) (14.6.49) 

BE $12.3 和 [33, 引 理 1 1 的 证 明 可 知 ,存在 行 矢 最 ро 20 及 
与 & 无 关 《 但 与 和 有关) 的 行 矢量 8 > 0- ,使 

[BPPP 1] < +0 (>>0aeE) (14.6.50) 

Fo — F#0 = В® (22 0,ає E) (14.6.51) 

FO = BOPP + pE (222 0,06 Е) (14.6.52) 

BP = BP + (a — 2) > [Fl®, РВ (14.6.53) 


ТЕЕ 
并 且 对 于 固定 的 a 和 24. PEP = (БС), PPPO), o) 是 方程 
= = рО =0-, и>0 
<р. På < +20 (14.6.54) 
— p, + (и — r)p.p2 n = 0- 


的 解 ， 这 里 
ORON 
Pino = 9 (14.6.55) 
由 (14.6.49) 及 
— Pga > МЕР, = ИВР + рео. 11 
i*a 


> [АВР 1 | = LBP, АР 2 ml 8.1] 14.6.56) 


得 
ga 一 > 4а 
18,11 < = < Боо (¿> 0, аЄ Е) (14.6.57) 
na 
参考 $ 12.3 可 证 
[82,1] L0 (м + co) (14.6.58) 
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Cp 2)2 BR Pr, РМО В. 11 


ТЕЕ 


= 27 IB, аА УГА Pro] 


ТЕЕ 


ТЕЕ 
18,11 < 十 co (14.6.59) 
由 定理 14.2.4 Gi) 和 (14.6.57) 知 
У ROBLI < L Sl pen cs) (z. = г.) 22.255 
TEE ПитЕЕ iw: 
(14.6.60) 
由 (14.6.60) AI 22 满足 (14.6.547 知 
G — 0 Тат, РОВ, И 
= ру Cu — L) PEPPERL, 11 
ТЕЕ 
= > (aG) — ВОВ», 11 
= Умер, и 一 >} POP < += 
ТЕЕ 
(14.6.61) 


由 (14.6.53) it 得 
[8p,1]= 182, 1] + (z — 2) 25 FP, РОВ, И 


ТЕЕ 


< +оо 
НН (14.6.52), (14.6.59), (14.6.61) 以 及 《14.6.62) 得 
LBP, 11 = 187, 11 + (a А) 2) BPP, РОВ, 1| 


ТЕЕ 


(14.6.62) 


+ (и — У) [pe Ре | [8 1] = [B®, 1 


ЕЕ 

+ DBP, PROBS, И — У 18, РО] 
ТЕЕ ТЕЕ 
- ГВФ, 11+ > pe DABL] —>. 2 0 (2) 182, 
. 1] < +оо 


(14.6.63) 


由 pee а (14.6.54) 知 


р” | (а^ + оо) (14.6.64) 
由 PP 的 定义 知 
PW} (uf + œ) (14.6.65) 
H (14.6.58), (14.6.64), (14.6.65) Ñ (14.6.66) 得 
[8,1 =0 (7> 046 E) G14.6.66) 
H BP > 0- K (14.6.66) 得 
Be =0 G> 0,ає Е) (14.6.67) 
H (14.6.52) Ж (14.6.67) 得 
Fe = pe (¿2 0,a€ Е) (14.6.68) 


ЕН (14.6.43), (14.6.68) 以 及 PEY 满足 方程 (14.6.54) ЖЬР ЖЕ 
型 2 过程 。 于 是 , 引 理 得 证 . 
引 理 14.6.10. 定理 14.2.4 中 条 件 G) 成 立 的 充 要 条 件 是 定 
BË 14.2.4 中 的 条 件 GY 和 (i)” 同 时 成 立 . 
证 ，。 注 意 定理 12.8.1 的 证 明 过 程 立 得 我 们 的 引 理 ， 
8138 14.6.11. i4 O Ef HE BR 14.2.4 中 的 条 件 G) 成 立 ， 
则 
lim2 Dn)<+% (14.6.69) 


jes 


的 充 要 条 件 是 对 一 切 二 0 有 
D(a- Уи) 90 < + (14.6.70) 
кау d 


ЕЕ 


其 中 m = (и: С), п(2), 7-5) 是 方程 C14.2.7) 的 解 . 

证 。 由 引 理 14.6.3 知 , 若 (14.6.69) 成 立 , 则 (14.6.70) 成 立 . 反 
之 , 若 定理 14.2.4 中 的 条 件 G) 和 (14.6.70) 成 立 , 则 由 引 理 14.6.9 
知 , 不 存在 O 型 2 过 程 。 但 由 引 理 14.6.5 知 , (14.6.69) 不 成 立时 
必 存 在 0 型 2 过 程 ， 因 此 , 若 定 理 14.2.4 中 的 条 件 (i) 和 (14.6.70) 
都 成 立 , 则 (14.6.69) 亦 必 成 立 。 于是, 引 理 得 证 . 

引 理 14.6.12. 若 2 保守 , 则 不 存在 B Ú F НО. 

证 ， 周 知 , 这 时 一 切 2 过 程 都 是 3 型 的 。 故 不 存在 BU 下 型 
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0 过程. 

定理 14.2.4 的 证 明 : 由 引 理 14.6.4, 引 理 14.6.6, 引 理 14.6.9- 
引 地 14.6.12， 沪 得 我 们 的 定理 ， 

Я 14.6.1. ОЗЕР, R. 


sup (a: - е )< < c < -+o (14.6.71) 
则 不 存在 BUF 型 Q ЕЕ Е BB 14.2.4 中 的 条 件 G) 


成 立 。 
证 。 因为 此 时 ,对 (14.2.7) 的 任 一 解 有 


Dla- У ua < Уф < Укр < + o 


јЄЕ ` кај ы іє јЄЕ 
(14.6.72) 
所 以 定理 14.2.4 中 的 条 件 GR. 于 是 , MEH 14.2.4 立 得 所 
Е. 
Я 14.6.2. 若 2 非 保守 , 且 
sup4; < c < +оо (14.6.73) 


则 BUF 型 0 过 程 不 存在 的 充 要 条 件 是 8 型 0 过 程 唯一 , 
证 。 ЯЕ, # (14.6.73) IRM, W (14.2.8) R, FERE 
PB 14.2.4 以 及 


E aha — >] чл) < 5) „Ое, 
j&E ка} ief 
< 2: mG) < У) вр < +оо (14.6.74) 


立 得 所 欲 证 . 这 里 m = (mA), mO), +) (14.2.7) 的 任 一 解 . 
Я 14.6.3. OFERTA E NARE, 则 BU F 型 2 过 程 不 


存在 的 充 要 条 件 是 8 型 0 过 程 唯一 . 
系 14.6.4， 若 0 非 保守 且 不 存在 BU F 型 0 过 程 ， 则 8 型 0 
过 程 唯一 . 


系 14.5. 若 2 非 保守 且 不 存在 BU F 型 4 过 程 ， 则 一 切 2 
过 程 都 是 忆 型 的 ， 
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$147. 定理 14.2.5 一 定理 14.2.10 的 证 明 


定理 14.2.5 的 证 明 。 由 引 理 14.6.10.[24] 以 及 第 十 二 章 ， 立 
得 我 们 的 定理 。 
定理 14.2.6 的 证 明 。 设 0 非 保 守 , Pi = Cpu), i, jE E) 是 
возе, рл | Ур), ie Е} ау 
jeE 


= 4,5 $ ¿L А А bj: 
x; r, + G € Е) (14.7.1 
а д ) 


FE 


= TES “` 2-5 
41.5) p GQ) > 人 0500) 2 


1ЕЕ 


2A 4 十 > qik 
УИС ЗИ: w. кА: 16 Е 
= E GEE) 
(14.7.2) 
由 于 8 非 保 守 , 故 存在 状态 :EE 使 
>, 4% < q; (14.7.3) 
大专 了 
于 是 由 (14.7.2) 有 
^+ > q: 
2 урба) < —— (14.7.4) 
ЇЄЕ q: 


故 , Pi 不 是 N-B 型 0 过 程 . г 14.2.6 的 《2) 得 证 ， 
# Q 保守 且 过 程 非 唯一 


pi = Рр" + Lm абр" (п = 1,2, -+ -)(14.7.5) 
А 


给 出 了 无 穷 多 个 彼此 不 同 的 N- 型 2 过 程 ,这 里 
а? = (0,0,..-,0, 1, 0,0, ---) (14.7.6) 


(s—1)+ 
定理 的 其 余 结 论 显 见 成 立 , 故 证 明 从 略 . 
定理 14.2.7 的 证 明 . 本 定理 易 由 一 些 熟知 的 事实 和 [27] 中 的 
下 结果 得 出 : 省 最 小 8 过 程 不 断 或 (14.2.2) 恰 有 一 个 线性 独立 
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解 , 则 N- F 型 2 过 程 唯一 ; 若 最 小 2 过程 中 断 且 (14.2.2) 有 多 于 一 
个 线性 独立 解 , 则 N-F 型 2 过 程 有 无 穷 多 个 . 

定理 14.2.8 的 证 明 ， 由 定理 14.2.6 和 定理 14.2.7 立 得 我 们 的 
EH, 

定理 14.2.9 的 证 明 . 由 定理 14.2.4、 引 理 14.6.4 以 及 引 理 
14.6.6, 立 得 我 们 的 定理 . 

定理 14.2.10 的 证 明 . 当 注 意 在 0 保守 时 ,一 切 0 过 程 都 是 B 
型 0 过程 时 ， 定 理 14.2.10 中 在 O 保守 情况 下 的 结论 立刻 由 定理 
14.2.6 HEH. 

若 2 非 保守 且 2 过 程 唯一 ， 则 这 时 唯一 的 2 过 程 是 最 小 2 过 
程 ,从 而 是 8 型 0 过 程 ， 于 是 由 定理 14.2.6 的 (2) 知 , 它 是 中 断 的 ， 
即 不 是 N-0 型 2 过 程 . 改 这 时 不 存在 V-O 型 2 过 程 ， 

若非 保守 且 条 件 (a) 和 (b) 同时 成 立 , 则 由 引 理 14.6.9( 因 
由 [29] 知 ， 这 时 方程 (14.2.2) 的 解 n, 满足 方程 mn 一 n, 十 (4 一 
ип," = 0_) 知 ,一 功 2 过 程 都 是 严 型 的 ,于 是 由 条 件 (b) 和 定 
BH 14.2.7 知 ,这 时 恰好 有 一 个 N-F 型 2 过 程 , 从 而 恰 有 一 个 N-0 
жол, 

若 2 非 保守 且 (а) 不 成 立 , 则 由 引 理 14.64 知 ,存在 无 穷 多 个 
N-O 型 2 过程. 

若 2 非 保守 , (14.2.5) 成 立 及 (14.2.2) 有 多 于 一 个 线性 独立 
解 ， 则 由 定理 14.2.7 知 , 这 时 存在 无 穷 多 个 N- F 型 2 过程, 从 而 
存在 无 穷 多 个 N-O 型 2 过程， 

若 2 非 保守 ,(14.2.5) 成 立 ;(14.2.2? 治 有 一 个 线性 独立 解 n, 
旦 这 个 解 满足 (14.2.12)。 则 由 引 理 14.6.5 知 , 这 时 存在 无 穷 多 个 
N-0 型 0 过 程 . 

综合 上 述 , 立 得 我 们 的 定理 。 
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外 来 字 


Doob 过 程 231 
Green 0 84 
h-Green 函数 88 
4-Martin Ë 88 
多 过 份 函数 88 
4 标准 测度 88 
A-6t 88 
有 H- 伴 随 马 氏 链 68 
i JA i 到达 28 
i 不 可 自 i 到 达 28 
Martin 核 85 
阶 第 一 型 半 随 机 和 矩阵 《n НЕ 
阵 ) 39 
5 阶 第 一 型 随机 矩阵 (n ИВА) 
39 
п ДОМЕ 39 
n 阶 第 一 型 不 可 约 道外 知 阵 ”39 
n 阶 第 一 型 组 合 随机 甜 隆 《n 阶 组 合 随 
МЕРЕ) 42 
n Реле 42 
Од 178 
-f~ 2 
最 小 一 ( 零 阶 ~) 3 
保守 一 179 
ai~ 197 
Q- 过 程 基本 倒 列 21 
82- 过 程 强 基本 叙 列 21 
О: 178 
保守 一 179 
双 保 守 一 216 
Я 197 
AR~ 196 
对 角 线 型 一 194 
2- 母 算 阵 214 


引 


ОЧЕР] 214 
ГО, Пах] 过 程 
B- 有 限 114 


148, 171 


=. =ë 


几乎 闭 集 101 
原子 一 101 
完全 非 原 子 ~ 101 

飞跃 点 1 

马 氏 链 的 分 解 定理 。81 


个 可 回 集 101 

ЖЕНЕ 109 
拟 一 g 

不 变 集 73 

ЖИ РИЖИ 6 

不 断 的 马 民 链 55 

无 桥 链 111 

五 通 28 

ЛСД iF) 23 
i~ 2 
严格 芒 齐 次 一 34 
规格 ( 拟 规格 ) 一 ”44 
规格 通 外 一 ”47 
通 补 一 48 
常 义 一 35 
常数 项 本 质 无 穷 一 。 36 
第 一 (二 ) 型 正则 一 38 
第 一 (二 ) 型 轩 过 一 38 
第 一 型 通 外 一 “40 
第 一 型 随机 齐 次 一 
第 一 型 组 合 随机 (随机 添 尾 ) 严 格 非 

齐 次 一 42 

第 一 型 相 容 一 4l 
第 二 型 相 容 ~ 52 
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第 二 型 通 外 (第 二 型 组 合 随机 ) 一 51 
五 = 


过 份量 102 
ИН 82, 218 
р 218 
极 小 一 “9%9 
ЗН 108, 173 
严格 一 173 
有 限 正 一 108 

可 积 的 旋 入 律 173 
可 积 的 流出 律 173 
可 推 集 138 
所 ~ 138 
可 微 过 程 178 
хи лм 


ая 76 
极 小 收缩 21 
极 小 解 106 
яв 29 
本 质 一 29 
非 本 质 一 29 
通 外 一 “44 
位 势 101 
极 小 一 102 
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伴随 马 氏 链 ”68 
HRR 100 
原子 一 10 
终极 随机 变量 100 
拟 常 返 链 80 
标准 测度 (关于 P 的 ) 85 
+ г] 
流入 边界 14 
HASH] 115 
流出 点 99 
原子 一 101 
EAF 101 
iHz 99 
原子 一 105 
АТ 105 
十 一 画 以 上 
ВЕ п 
第 二 构造 定理 20 
最 小 性 24 
最 小 非 负 解 23 
AERE 125 
E~ 125 
BMRA 68. 
ABR ss 


